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مقدمـه

با و ورودی تک وریتم ال یافتن ،( (ریاض منطق اساس مسایل از ی تصمیم،۱ مسالهی

بودن منطق معتبر صورت در ورودی عنوان به φ فرمول گرفتن با که باشد م بول خروج

که دانیم م اکنون کند. م چاپ را «خیر» خروج صورت این غیر در و «بله» خروج φ

تصمیمناپذیر اساساً نظریهی ی وجود نیست. پذیر) محاسبه طور (به شدن حل مساله این

[۳] از 11.2 قضیهی در ر دی اثبات [۲۰]؛ است ادعا این بر دلیل اصلپذیر متناهیاً و

معتبر فرمولهای مجموعهی گودل۲ تمامیت قضیهی به توجه با حال، این با است. موجود

دارد وجود ورودی بدون وریتم ال ی یعن است، شمارش قابل محاسبهپذیر طور به منطق

کند. م لیست را فرمولها) این فقط (و منطق معتبر فرمولهای همهی اجرا) از (بعد که

ی نظریهی است: متفاوت داستان است، کامل آنها نظریهی که آنجایی از ساختارها، برای

به مجموعهی هیچ توسط (یعن نیست اصلپذیر ساختار آن یا است تصمیمپذیر یا ساختار

25G گزارههای مثال برای شود؛ نم اصلبندی جملات از شمارشپذیری وریتم ال طور

تصمیمپذیری یا اصلپذیری نمایید). مشاهده را [۱۲] از 15.2 قضیهی یا [۷] از 26I و

ن مم (که مختلف زبانهای در مختلط و حقیق گویا، صحیح، ، طبیع اعداد نظریههای

و منطقدانان توجه مورد دیرباز از باشند) ضرب یا جمع عمل یا ترتیب رابطهی شامل است

1Entscheidungsproblem
2Gödel’s Completeness Theorem

۳



۴ مقدمه

⟨N; +⟩ طبیع اعداد جمع نظریهی تصمیمپذیری مثال، برای گرفتهاند. قرار دانان ریاض

۱۹۳۰ سال در ولم۴ اس توسط نیز (و شد داده نشان ۱۹۲۹ سال در پرسبورگر۳ توسط

در ولم اس توسط ⟨N;×⟩ طبیع اعداد ضربی نظریهی تصمیمپذیری .([۱۹] گردید ثابت

طبیع اعداد ضربی و جمع نظریهی که رفت م انتظار سپس شد. اعلام ۱۹۳۰ سال

سال در گودل۶ ناتمامیت قضیهی اما باشد. تصمیمپذیر هیلبرت۵ برنامهی تأیید در نیز

⟨N; +,×⟩ نظریهی تصمیمناپذیری بر دلالت قضیه این کرد؛ زده فت ش را دنیا ۱۹۳۱

R و Q ،Z ،N مجموعههای نظریههای رساله این در .(۱ .۴ بخش به کنید (مراجعه دارد

را کل نمای زیر جدول گیرند؛ م قرار مطالعه مورد {<,×} و {<,+} ،{<} زبانهای در

کشد: م تصویر به

N Z Q R

{<} ۲۲ .۱ .۲ قضیه ۱۶ .۱ .۲ قضیه ۱۱ .۱ .۲ قضیه ۱۱ .۱ .۲ قضیه
{<,+} ۳ .۵ .۳ قضیه ۳ .۴ .۳ قضیه ۱ .۲ .۳ قضیه ۱ .۲ .۳ قضیه
{<,×} ۱ .۱ .۴ گزاره ۲ .۲ .۴ گزاره ۱۱ .۴ .۴ نتیجه ۳ .۳ .۴ قضیه
{+,×} [۷] ناتمامیت ۱ .۲ .۴ گزاره ۱۲ .۴ .۴ گزاره ۳ .۴ بخش

است: تعریفپذیر مجموعهها این در {+,×} زبان در ترتیب رابطهی که کنیم م توجه

مربع چهار قضیهی توسط Z در و x < y ⇐⇒ ∃z(z+z ̸= z∧x+z=y) فرمول توسط N در

3Presburger
4Skolem
5Hilbert’s Program
6Gödel’s Incompleteness Theorem



۵ مقدمه

.∃ t, u, v, w (x ̸=y ∧ x+t ·t+u ·u+v ·v+w ·w=y) با است معادل x < y رابطهی لاگرانژ۷

اعداد ،pq > ۰ چون p/q ∈Q+ هر برای است: برقرار نیز Q در لاگرانژ مربع چهار قضیهی

برقرار pq = a۲ + b۲ + c۲ + d۲ رابطهی که طوری به دارند وجود d و c ،b ،a صحیح

فرمول بنابراین .p/q = pq/q۲ = (a/q)۲+(b/q)۲+(c/q)۲+(d/q)۲ داریم: پس است.

فرمول با x < y رابطهی R در سرانجام کند. م تعریف Q در را (x < y) رابطهی مشابه

است. معادل ∃z(z+z ̸=z ∧ x+ z ·z = y)

همچنین شدهاند. شناخته قبلا {<,+} و {<} زبانهای در R و Q ،Z ،N تصمیمپذیری

با زیرا باشند؛ م تصمیمناپذیر {<,×} زبان در Z و N نظریههای که است شده ثابت

طبیع اعداد دامنهی در ترتیب و ضرب توسط جمع ‐رابینسون۸ تارس اتحاد به توجه

نشان با مطلب این است. تصمیمناپذیر ⟨N;×,6⟩ نظریهی بنابراین است؛ تعریفپذیر

که یابد م گسترش Z صحیح اعداد دامنهی به ⟨Z;×,6⟩ در جمع تعریفپذیری دادن

بنا {<,×} زبان در نیز R نظریهی دهد. م نتیجه را ⟨Z;×,6⟩ ساختار تصمیمناپذیری

نظریهی که دارد م بیان قضیه این است. تصمیمپذیر ‐سیدنبرگ۹ تارس قضیهی بر

در باشد. م اصلپذیر حقیق بستهی مرتب میدانهای نظریهی توسط ⟨R;<,+,×⟩ ساختار

سنگین ابزارهای به نیازی حقیق اعداد ترتیبی و ضربی نظریهی اصلبندی برای حقیقت،

است. موجود ([۱۰] و [۱] (مانند منطق اندک کتابهای در تارس قضیهی اثبات نیست.

زیباتر بسیار قضیه این ([۴] و [۵] (مانند جبری هندسهی برهان حقیقت، در که است جالب

نتیجه فوراً را ⟨R;×, <⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری قضیه این اینکه با باشد. م گویاتر و

مطلب این ما اینجا آید. نم دست به قضیه این از نظریه این برای اصلبندی ی دهد، م
7Lagrange’s Four Square Theorem
8Tarski-Robinson Identity
9Tarski-Seidenberg



۶ مقدمه

⟨Q;<,×⟩ ساختار سرانجام کنیم. م اثبات صریح اصلبندی ی کردن ارایه با مستقیماً را

دهیم م نشان سور حذف روش با ما گیرد. م قرار مطالعه مورد رساله این در بار اولین برای

(ابر‐)ساختار اینجا است. اصلپذیر نامتناه طور به و بوده تصمیمپذیر نظریه این که

مطلب (این است تصمیمناپذیر ⟨Q; +,×⟩ نظریهی زیرا نیست استفاده قابل ⟨Q; +,×⟩

.([۱۹] از 8.30 قضیهی به کنید مراجعه همچنین است؛ شده اثبات [۱۶] رابینسون توسط
۱۰ موستوفس توسط شده (اثبات است تصمیمپذیر ⟨Q;×⟩ (زیر‐)ساختار ر دی طرف از

⟨Q;×⟩ و ⟨Q;<,×⟩ و ⟨Q; +,×⟩ ساختار سه بنابراین .([۱۷] به شود رجوع همچنین [۱۳]؛

و باشد نم تعریفپذیر ⟨Q;×⟩ ساختار در < ترتیب رابطهی که زیرا رند، دی ی از متفاوت

نیست. تعریفپذیر ⟨Q;<,×⟩ ساختار در دید) خواهیم که (همچنان + جمع عمل همچنین

10Mostowski



۱ فصل

پیشنیازها و تعاریف

مرتب ساختارهای ۱ .۱

⟨A;<,L⟩ صورت به سهتایی مرتب، ساختار ی .( خط مرتب (ساختار ۱ .۱ .۱ تعریف

در که است A روی دوتایی رابطهی ی < و ناته مجموعهی ی A که طوری به است

کند: م صدق زیر اصول

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

⊗⊕ است. زبان ی L و

.{+,×} یا {×} یا {+} مثال برای باشد، ری دی زبان هر یا ته تواند م L اینجا

۷



۸ پیشنیازها و تعاریف .۱ فصل

ترتیب مختلف انواع ۲ .۱

شود م نامیده ال چ ،< خط ترتیب رابطهی ی ال). چ خط (ترتیب ۱ .۲ .۱ تعریف

باشد: برقرار زیر فرمول هرگاه

(O۴) ∀x, y(x < y → ∃z[x < z < y])

⊗⊕

نامیده بیانتها و بیابتدا ،< ترتیب رابطهی ی بیانتها). و بیابتدا (ترتیب ۲ .۲ .۱ تعریف

باشیم: داشته هرگاه شود م
(O۵) ∀x∃y(x < y)

(O۶) ∀x∃y(y < x)

⊗⊕

بزرگتر عضو ی عضو هر برای گسسته، ترتیب ی در گسسته). (ترتیب ۳ .۲ .۱ تعریف

s(x) با x تال اگر ندارد. وجود دو آن مابین ری دی عضو هیچ که طوری به است موجود

کند: م ارضاء را زیر اصل گسسته ترتیب هر صورت این در شود، داده نشان

(O۷) ∀x, y(x<y ↔ s(x)<y ∨ s(x)=y)

⊗⊕

⋄+ .s(x) = x+ ۱ با است برابر ،x صحیح عدد هر تال .۴ .۲ .۱ یادکرد



۹ پیشنیازها و تعاریف .۱ فصل

سور حذف اصل لم ۳ .۱
فرمول ، منطق فرمول ی فصل نرمال صورت .( فصل نرمال (صورت ۱ .۳ .۱ تعریف

برابر آنها از کدام هر که زیرفرمول چند فصل ترکیب با است برابر که آن با معادل است

⊗⊕ باشند. م اتم نقیض یا اتم چند عطف ترکیب

نف و دمورگان قوانین از استفاده با و «↔» و «→» ترکیب ادات حذف با .۲ .۳ .۱ یادکرد

⋄+ نوشت. فصل نرمال صورت به معادلا توان م را سور بدون فرمول هر مضاعف،

است: موجود زیر مراجع در است، معروف سور» «حذف لم به که زیر لم اثبات

،[۱۰] مرجع از (4 (فصل 1 قضیهی ،[۹] مرجع از 2.4.30 لم ،[۷] مرجع از 31F قضیهی

.[۱۹] مرجع از 4.1 لم و [۱۱] مرجع از 3.1.5 لم

و اگر پذیرد م سور حذف ساختار) ی (یا نظریه ی سور). حذف اصل (لم ۳ .۳ .۱ لم

آن در که باشد، معادل سور بدون فرمول ی با ∃x(∧∧i αi) صورت به فرمول هر اگر تنها

باشد. م اتم فرمول ی نقیض یا اتم فرمول ی αi هر

فرمول پیچیدگ روی استقرا به را «اگر» قسمت است. روشن اگر» «تنها قسمت برهان.

کاف بنابراین است. برقرار م ح سور، بدون فرمولهای برای کنیم. م اثبات φ دلخواه

به ∀xφ ≡ ¬∃x¬φ عبارت با نیز عموم سور طرف از شوند. بررس ∃ و ∀ سورهای است

شود. م تبدیل وجودی سور

بنا حال است. سور از خال φ آن در که شود سور حذف ∃xφ فرمول است کاف پس

بنابراین نوشت، فصل نرمال صورت به توان م را سور بدون فرمول هر ۲ .۳ .۱ یادکرد به

داریم:

∃xφ ≡ ∃x
∨∨
j

(
∧∧
i

αi) ≡
∨∨
j

(∃x(
∧∧
i

αi))



۱۰ پیشنیازها و تعاریف .۱ فصل

نیز ∃xφ فرمول پس است. سور بدون فرمول ی با معادل ∃x(∧∧i αi) فرمول فرض، طبق

�� است. معادل سور بدون فرمول ی با

و (s ̸= t) ↔ (s < t ∨ t < s) رابطههای ،{O۱, O۲, O۳} اصول به توجه با .۴ .۳ .۱ نکته

«=» و «<» روابط شامل فقط زبان هرگاه بنابراین باشند. م برقرار (s ̸< t) ↔ (t 6 s)

⋄+ نداریم. اتم نقیض فرمولهای گرفتن نظر در به نیازی باشد،



۲ فصل

اعداد مرتب ساختارهای

مرتب ساختارهای سور حذف و اصلپذیری ۱ .۲

منطق استلزام تحت که است جملهها از مجموعهای نظریه، ی (نظریه). ۱ .۱ .۲ تعریف

⊗⊕ باشد. بسته

σ ∈ T یا ،σ جملهی هر ازای به هرگاه است تمام T نظریهی تمام). (نظریهی ۲ .۱ .۲ تعریف

⊗⊕ .(¬σ) ∈ T یا

ساختار آن در که است جملات مجموعهی ساختار، ی نظریهی که آنجایی از .۳ .۱ .۲ نکته

⋄+ است. تمام نظریه این شوند، م ارضاء

روش ی هرگاه است تصمیمپذیر A مجموعهی تصمیمپذیر). (مجموعهی ۴ .۱ .۲ تعریف

.α /∈ A یا α ∈ A که یرد ب تصمیم شده داده αی هر ازای به که باشد داشته وجود کارآمد

هرگاه است کارآمد شمارای A مجموعهی کارآمد). شمارای (مجموعهی ۵ .۱ .۲ تعریف

کند. فهرست ترتیبی به را A عضوهای که باشد داشته وجود کارآمد روش

۱۱



۱۲ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

ی هرگاه است اصلپذیر A = ⟨A;L⟩ ساختار نظریهی (اصلپذیری). ۶ .۱ .۲ تعریف

مجموعه این منطق نتایج که طوری به شود یافت L−جملات از تصمیمپذیر مجموعهی

⊗⊕ باشد. برابر A ساختار نظریهی با جملات از

نامند. اصلپذیر متناه طور به را A ساختار باشد، متناه فوق جملات مجموعهی هرگاه •

شمارا، یا متناه زبان ی برای .۷ .۱ .۲ گزاره

است. شمارشپذیر کارآمد طور به اصلپذیر، نظریهی ی (۱)

است. تصمیمپذیر تمام، اصلپذیر نظریهی ی (۲)

�� شدهاند. ثابت [۷] مرجع از 26I و 25G و 25F نتایج در برهان.

صورت در ساختار ی نظریهی ،۷ .۱ .۲ گزارهی و ۳ .۱ .۲ نکتهی به توجه با .۸ .۱ .۲ نتیجه

�� است. تصمیمپذیر اصلپذیری،

وریتم ال هرگاه پذیرد م سور حذف A = ⟨A;L⟩ ساختار (نظریه) گوییم .۹ .۱ .۲ تعریف

همان با L زبان ر دی سور بدون فرمول ی به را L زبان در فرمول هر که باشد داشته وجود

باشند. معادل باهم A ساختار (نظریه) در فرمول دو که نماید تبدیل طوری آزاد متغییرهای

توان م نیز را بیسور جملههای کرد، ابطال یا استنتاج توان م را اتم هر که آنجایی از •

واقع در بریم، م کار به سور حذف برای که وریتم ال بنابراین کرد. ابطال یا استنتاج

باشد. م تصمیم وریتم ال

حذف را ساختارها اصول این کم به و کرده ارایه ساختارها برای اصول اینجا در ما •

شوند. م اثبات ساختارها تصمیمپذیری و اصلپذیری ترتیب این به کنیم. م سور



۱۳ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

⟨Q;<⟩ و ⟨R;<⟩ ساختارهای متناه اصلپذیری ۱ .۱ .۲

از: عبارتند بیانتها و بیابتدا ال چ خط ترتیبهای نظریهی اصول .۱۰ .۱ .۲ یادکرد

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(O۴) ∀x, y(x < y → ∃z[x < z < y])

(O۵) ∀x∃y(x < y)

(O۶) ∀x∃y(y < x)

⋄+

اثبات (2.3 (قضیهی [۱۵] و (3.1.3 و 2.4.1 (قضایای [۱۱] مراجع در زیر قضیهی

است. شده

کنیم. م ارایه نحوی۱ برهان ی اینجا در ما •

اصول شامل (که بیانتها و بیابتدا ال چ خط ترتیبهای متناه نظریهی .۱۱ .۱ .۲ قضیه

را گویا و حقیق اعداد ترتیبی نظریهی کامل طور به باشد)، م {O۱, O۲, O۳, O۴, O۵, O۶}

بنابراین و پذیرند م سور حذف ⟨Q;<⟩ و ⟨R;<⟩ ساختارهای آن تحت و کرده اصلبندی

باشند. م تصمیمپذیر آنها نظریههای

دو به v و u متغیرهای برای اتم فرمولهای همهی ،۴ .۳ .۱ نکتهی به توجه با برهان.

O۱ بر بنا u < u آنگاه باشند، برابر متغیر دو هر اگر باشند. م u = v یا u < v صورت

است کاف ،۳ .۳ .۱ لم به توجه با بنابراین بود. خواهند ⊤ با معادل u = u و ⊥ با معادل

1proof-theoretic (syntactic)



۱۴ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

شود: سور حذف زیر فرمول

∃x(
∧∧
i<ℓ

yi < x ∧
∧∧
j<m

x < zj ∧
∧∧
k<n

x = uk) (۱ .۲)

هستند. متغیر ukها و zjها yiها، آن در که

است: زیر سور بدون فرمول با معادل (۱ .۲) فرمول آنگاه ،n ̸= ۰ اگر حال

∧∧
i<ℓ

yi < u۰ ∧
∧∧
j<m

u۰ < zj ∧
∧∧
k<n

u۰ = uk.

(به اصول طبق آنگاه ℓ = ۰ یا m = ۰ اگر صورت این در .n = ۰ کنیم م فرض بنابراین

،ℓ,m ̸= ۰ اگر و باشد م ⊤ جمله با معادل (۱ .۲) فرمول (O۲, O۳ (همراه O۶ و O۵ ترتیب)

�� است. ∧∧i<ℓ,j<m yi < zj سور بدون فرمول با معادل (O۲, O۳ (همراه O۴ طبق آنگاه

طور به ⟨A;<⟩ ساختار ،Q ⊆ A ⊆ R که طوری به A مجموعهی هر برای .۱۲ .۱ .۲ نتیجه

�� شود. م اصلبندی {O۱, O۲, O۳, O۴, O۵, O۶} اصول متناه مجموعهی توسط کامل

⟨Z;<⟩ ساختار متناه اصلپذیری ۲ .۱ .۲

پذیرد. نم سور حذف ⟨Z;<⟩ ساختار نظریهی .۱۳ .۱ .۲ گزاره

{<} زبان در سوری بدون فرمول هیچ با ∃x(y < x < z) فرمول دهیم م نشان برهان.

همهی نیست): معادل y < z فرمول با فوق فرمول که کنیم م (توجه باشد نم معادل

،y = y(≡ ⊤) ،z < y ،y < z از عبارتند z و y آزاد متغیرهای برای اتم فرمولهای

فرمول با Z در آنها از گزارهای ترکیب هیچ که z < z(≡ ⊥) و y < y(≡ ⊥) ،z = z(≡ ⊤)

�� شود. نم معادل ∃x(y < x < z)



۱۵ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

داشت: خواهیم زبان به s تال ر عمل افزودن با .۱۴ .۱ .۲ تبصره

∃x(y < x < z) ⇐⇒ s(y) < z

⋄+ .[۱۶ .۱ .۲ [قضیهی پذیرد م انجام زبان این در سور حذف که داد خواهیم نشان و

اصول توسط بیانتها و بیابتدا گسستهی خط ترتیبهای متناه نظریهی .۱۵ .۱ .۲ یادکرد

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(O۷) ∀x, y(x<y ↔ s(x)<y ∨ s(x)=y)

(O۸) ∀x∃y(s(y) = x)

⋄+ شود. م اصلبندی

است: شده ثابت ر دی نحوی به [۱۵] مرجع از 2.12 قضیهی در زیر مطلب

شامل (که بیانتها و بیابتدا گسستهی خط ترتیبهای متناه نظریهی .۱۶ .۱ .۲ قضیه

اصلبندی را صحیح اعداد ترتیبی نظریهی کامل طور به باشد)، م {O۱, O۲, O۳, O۷, O۸} اصول

تصمیمپذیر نظریهی دارای بنابراین و پذیرد م سور حذف ⟨Z;<, s⟩ ساختار نیز و کند م

باشد. م

و y متغیر ی برای sn(y) ل ش به {<, s} زبان ترمهای همهی که کنیم م توجه برهان.

اتم فرمولهای همهی ،۴ .۳ .۱ نکتهی به توجه با بنابراین باشند. م n ∈ N عدد ی

هرگاه باشند. م sn(u) < sm(v) یا sn(u) = sm(v) صورت دو به v و u متغیرهای برای

صورت به اتم فرمولهای صورت این در شود، ظاهر اتم فرمول طرف دو هر در x متغیر



۱۶ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

n = m برای sn(x) = sm(x) فرمول بود. خواهند sn(x) < sm(x) یا sn(x) = sm(x)

sn(x) < sm(x) فرمول همچنین باشد. م ⊥ با معادل صورت این غیر در و ⊤ با معادل

است کاف بنابراین باشد. م ⊥ با معادل صورت این غیر در و ⊤ با معادل n < m برای

و x از آزاد t ترم هر برای را sn(x) = t یا sn(x) < t یا t < sn(x) فرم به اتم فرمولهای

کنیم: م سور حذف را زیر فرمول ،۳ .۳ .۱ لم به توجه با حال یریم. ب نظر در n ∈ N+

∃x(
∧∧
i<ℓ

ti < spi(x) ∧
∧∧
j<m

sqj(x) < sj ∧
∧∧
k<n

srk(x) = uk). (۲ .۲)

اثبات [a = b] ↔ [s(a) = s(b)] و [a < b] ↔ [s(a) < s(b)] روابط O۷ اصل از استفاده با

و گرفته سان ی را (۲ .۲) فرمول در rkها و qjها piها، همهی توان م بنابراین شوند؛ م

با ،t′i, s′j, u′k جدید ترمهای برای y = sα(x) فرض با صورت این در کرد. فرض α برابر

شود: م معادل زیر فرمول با (۲ .۲) فرمول O۸ اصل از استفاده

∃y(
∧∧
i<ℓ

t′i < y ∧
∧∧
j<m

y < s′j ∧
∧∧
k<n

y = u′k). (۳ .۲)

است: زیر سور بدون فرمول با معادل (۳ .۲) فرمول آنگاه ،n ̸= ۰ اگر حال

∧∧
i<ℓ

t′i < u′۰ ∧
∧∧
j<m

u′۰ < s′j ∧
∧∧
k<n

u′۰ = u′k.

فرمول آنگاه ،n = ۰ کنیم فرض اگر و

∃y(
∧∧
i<ℓ

t′i < y ∧
∧∧
j<m

y < s′j) (۴ .۲)



۱۷ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

سور بدون فرمول با O۷ اصل از استفاده با

∧∧
i,j

s(t′i) < s′j

�� شود. م معادل

⟨N;<⟩ ساختار متناه اصلپذیری ۳ .۱ .۲

پذیرد. نم سور حذف ⟨N;<⟩ ساختار نظریهی .۱۷ .۱ .۲ گزاره

باشد. نم معادل سوری بدون فرمول هیچ با ∃x(x < y) فرمول دهیم م نشان برهان.

روابط که باشند م y = y یا y < y صورت دو به y آزاد متغیر برای اتم فرمولهای همهی

ترکیبات از کدام هیچ با ∃x(x < y) فرمول دهند م نشان (y = y) ≡ ⊤ و (y < y) ≡ ⊥

معادل y = ۰ برای دارد: y مقدار به بستگ فوق فرمول زیرا نیست، معادل آنها گزارهای

�� است. ⊤ معادل y ̸= ۰ برای و ⊥

داشت: خواهیم {<} زبان به 0 ثابت افزودن با .۱۸ .۱ .۲ تبصره

∃x(x < y) ⇐⇒ 0 < y.

⋄+ زیر]. ۱۹ .۱ .۲ [گزارهی باشد نم ن مم سور حذف هم باز ول

پذیرد. نم سور حذف ⟨N;<,0⟩ ساختار نظریهی .۱۹ .۱ .۲ گزاره

فرمول هیچ با ∃x(y < x < z) فرمول که دهیم نشان است کاف اثبات برای برهان.

لهای ش به z و y آزاد متغیرهای برای اتم فرمولهای همهی نیست. معادل سوری بدون



۱۸ اعداد مرتب ساختارهای .۲ فصل

،z < z(≡ ⊥) ،y < y(≡ ⊥) ،z = z(≡ ⊤) ،y = y(≡ ⊤) ،0 < z ،0 < y ،z = 0 ،y = 0

فرمول با آنها گزارهای ترکیبات از کدام هیچ که هستند y < z و z < y ،z = y ،y = z

�� نیست. معادل ∃x(y < x < z)

داشت: خواهیم {<} زبان به s تال ر عمل افزودن با .۲۰ .۱ .۲ تبصره

∃x(y < x < z) ⇐⇒ s(y) < z.

⋄+ زیر] ۲۱ .۱ .۲ [گزارهی ندارد. سور حذف ⟨N;<, s⟩ که دهیم م نشان حال

پذیرد. نم سور حذف ⟨N;<, s⟩ ساختار نظریهی .۲۱ .۱ .۲ گزاره

نیست. معادل سوری بدون فرمول هیچ با ∃x(s(x) = y) فرمول که دهیم م نشان برهان.

sn(y) = sm(y) و sn(y) < sm(y) لهای ش به y آزاد متغیر برای اتم فرمولهای همهی

بنابراین باشند. م ⊥ یا ⊤ حالتهای از ی معادل و نیستند y مقدار به وابسته که باشند م

هیچ معادل است) ⊤ معادل y ̸= ۰ برای و ⊥ معادل y = ۰ برای (که ∃x(s(x) = y) فرمول

�� باشد. نم آنها گزارهای ترکیبات از کدام

مرجع در قضیه این داد. خواهیم نشان را ⟨N;<, s,0⟩ ساختار نظریهی سور حذف ادامه در

.(32A (قضیهی است شده اثبات [۷]
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کند: م اصلبندی را طبیع اعداد ترتیبی نظریهی کامل طور به زیر اصول .۲۲ .۱ .۲ قضیه

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(O۷) ∀x, y(x<y ↔ s(x)<y ∨ s(x)=y)

(O◦
۸) ∀x∃y(x ̸= 0→ s(y) = x)

(O۹) ∀x(x ̸< 0),

است. تصمیمپذیر بنابراین و پذیرد م سور حذف ⟨N;<, s,0⟩ ساختار همچنین

صورتهای از ی به {<, s,0} زبان در u آزاد متغیر با اتم فرمولهای همهی برهان.

sn(u) < sm(0) یا sn(0) < sm(u) یا sn(0) = sm(u) یا sn(u) < sm(u) یا sn(u) = sm(u)

با معادل صورت این غیر در و ⊤ با معادل n = m برای sn(u) = sm(u) فرمول باشند. م

صورت این غیر در و ⊤ با معادل n < m برای sn(u) < sm(u) فرمول همچنین باشد. م ⊥

یا sn(x) < t یا t < sn(x) فرم به اتم فرمولهای است کاف بنابراین باشد. م ⊥ با معادل

۳ .۳ .۱ لم به توجه با حال یریم. ب نظر در n ∈ N+ و x از آزاد t ترم هر برای را sn(x) = t

سور حذف را زیر فرمول نیست، ¬ گرفتن نظر در به نیازی < حضور در که نکته این و

کنیم: م

∃x(
∧∧
i<ℓ

ti < spi(x) ∧
∧∧
j<m

sqj(x) < sj ∧
∧∧
k<n

srk(x) = uk). (۵ .۲)

زیر اثباتپذیر فرمولهای به توجه با .N = max{pi, qj, rk} دهیم: م قرار

s(x) < s(y)⇔ x < y و s(x) = s(y)⇔ x = y,
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است: معادل زیر فرمول با (۵ .۲) فرمول

∃x
(∧∧

i<ℓ

sN−pi(ti) < sN(x) ∧
∧∧
j<m

sN(x) < sN−qj(sj) ∧
∧∧
k<n

sN(x) = sN−rk(uk)
)
.

بالا فرمول u′k = sN−rk(uk) و s′j = sN−qj(sj) ،t′i = sN−pi(ti) ،y = sN(x) برای حال

است: زیر فرمول معادل

∃y(
∧∧
i<ℓ

t′i < y ∧
∧∧
j<m

y < s′j ∧
∧∧
k<n

y = u′k ∧ sN(0) 6 y).

شوند: سور حذف زیر صورت به فرمولهای است کاف پس

∃y(
∧∧
i<ℓ

ti < y ∧
∧∧
j<m

y < sj ∧
∧∧
k<n

y = uk). (۶ .۲)

است: زیر سور بدون فرمول با معادل (۶ .۲) فرمول آنگاه ،n ̸= ۰ اگر

∧∧
i<ℓ

ti < u۰ ∧
∧∧
j<m

u۰ < sj ∧
∧∧
k<n

u۰ = uk.

شود: سور حذف باید زیر فرمول آنگاه ،n = ۰ کنیم فرض اگر و

∃y(
∧∧
i<ℓ

ti < y ∧
∧∧
j<m

y < sj). (۷ .۲)

∧∧
j<m 0 < sj. است: روبرو سور بدون فرمول معادل (۷ .۲) فرمول آنگاه ،ℓ = ۰ اگر حال

(۷ .۲) فرمول آنگاه ،ℓ ̸= ۰ ̸= m اگر و است. ⊤ معادل (۷ .۲) فرمول آنگاه ،m = ۰ اگر

��
∧∧

i,j s(ti) < sj. است: روبرو سور بدون فرمول معادل



۳ فصل

اعداد جمع مرتب ساختارهای

کنیم. م مطالعه را {+, <} زبان در R و Q ،Z ،N مجموعههای ساختارهای فصل این در

مرتب گروههای از مفاهیم ۱ .۳

ر عمل ی ∗ که باشد م ⟨G; ∗, e, ι⟩ مانند ساختاری گروه، ی (گروه). ۱ .۱ .۳ تعریف

G روی تایی ی ر عمل ی ι و (G خاص عضو (ی ثابت ی e و بوده G روی دوتایی

کنند: م صدق زیر اصول در که است

∀x, y, z [x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z];

∀x(x ∗ e = x);

∀x(x ∗ ι(x) = e).

⊗⊕

۲۱
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هرگاه است نابدیه گروه ی •

∃x(x ̸= e).

کند: صدق آن در زیر اصل که است گروه آبل گروه .( آبل (گروه ۲ .۱ .۳ تعریف

∀x, y(x ∗ y = y ∗ x).

⊗⊕

زیر اصل n ∈ N برای که است گروه بخشپذیر گروه بخشپذیر). (گروه ۳ .۱ .۳ تعریف

کند: صدق آن در
∀x∃y[x = y ∗ · · · ∗ y︸ ︷︷ ︸

n−بار

].

⊗⊕

>(که ترتیب رابطهی ی با است گروه مرتب گروه مرتب). (گروه ۴ .۱ .۳ تعریف

است: صادق آن در زیر اصل که طوری به کند) م ارضاء را O۱, O۲, O۳ اصول

∀x, y, z(x<y → x ∗ z<y ∗ z ∧ z ∗ x<z ∗ y).

⊗⊕

L = {<,+,−,0} زبان در نابدیه بخشپذیر آبل مرتب گروههای نظریهی اصول .۵ .۱ .۳ یادکرد
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از: عبارتند
(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(A۱) ∀x, y, z (x+ (y + z) = (x+ y) + z)

(A۲) ∀x(x+ 0 = x)

(A۳) ∀x(x+ (−x) = 0)

(A۴) ∀x, y(x+ y = y + x)

(A۵) ∀x, y, z(x < y → x+ z < y + z)

(A۶) ∃y(y ̸= 0)

(A۷) ∀x∃y(x = n � y) n ∈ N+

⋄+

جمع و ترتیب با حقیق و گویا اعداد ۲ .۳

⟨Q;<,+⟩ و ⟨R;<,+⟩ گسترههای سور حذف ۱ .۲ .۳

بخشپذیر آبل گروههای نامتناه نظریهی .([۱۱] مرجع از 3.1.17 (نتیجهی ۱ .۲ .۳ قضیه

طور به باشد)، م {O۱, O۲, O۳, A۱, A۲, A۳, A۴, A۵, A۶, A۷} اصول شامل (که نابدیه مرتب

همچنین کند. م اصلبندی را گویا اعداد و حقیق اعداد جمع و ترتیبی نظریهی کامل

دارای بنابراین و پذیرند م سور حذف ⟨Q;<,+,−,0⟩ و ⟨R;<,+,−,0⟩ ساختارهای نظریه

هستند. تصمیمپذیر نظریههایی

در ،a < b اگر شوند: م نتیجه فوق اصول از O۶ و O۵ ،O۴ که کنیم م توجه ابتدا برهان.

داد نشان توان م .c + c = a + b که دارد وجود c مانند عددی A۷ اصل بر بنا صورت این
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هر برای ،A۵ اصل به توجه با ،O۵ اثبات برای شود. م اثبات O۴ اصل پس a؛ < c < b که

رابطههای همچنین کند. م اثبات را O۶ اصل فوق بحث دوگان .a < a+ a داریم: ۰ < a

(i) [a < b]↔ [n � a < n � b]

(ii) [a = b]↔ [n � a = n � b]

اثبات (O۳ و O۲ ،O۱ اصول با (همراه A۵ اصل به توجه با (i) شوند: م اثبات اصول توسط

(ii) شود، م نتیجه فوق اصول از که ∀x(n � x = 0→ x = 0) رابطهی به توجه با شود. م

شود. م اثبات نیز

n∈Z−{۰} و x از آزاد t ترم هر برای n �x+ t صورت به توان م را x شامل ترم هر اکنون

که .�∈{=, <,>} که باشد م n � x�t با معادل x شامل اتم فرمول هر بنابراین نوشت.

فرمول که شود ثابت است کاف ۳ .۳ .۱ لم به توجه با آنجا از

∃x(
∧∧
i<ℓ

ti < pi � x ∧
∧∧
j<m

qj � x < sj ∧
∧∧
k<n

rk � x = uk) (۱ .۳)

piها، همهی توانیم م (ii) و (i) رابطههای توسط است. معادل سور بدون فرمول ی با

A۷ اصل به توجه با صورت این در کنیم. فرض α برابر (۱ .۳) فرمول در را rkها و qjها

فرمول با (۱ .۳) فرمول

∃y(
∧∧
i<ℓ

t′i < y ∧
∧∧
j<m

y < s′j ∧
∧∧
k<n

y = u′k) (۲ .۳)

است. معادل y = α � x و t′i, s′j, u′k جدید ترمهای برای
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است: زیر سور بدون فرمول با معادل (۲ .۳) فرمول آنگاه ،n ̸= ۰ اگر حال

∧∧
i<ℓ

t′i < u۰ ∧
∧∧
j<m

u۰ < s′j ∧
∧∧
k<n

u۰ = u′k.

توجه با ترتیب به آنگاه ℓ = ۰ یا m = ۰ اگر صورت این در .n = ۰ کنیم م فرض بنابراین

و باشد م ⊤ سور بدون فرمول با معادل (۲ .۳) فرمول (O۳ و O۲ نیز (و O۶ و O۵ اصول ∧∧به
i<ℓ,j<m t

′
i < s′j سور بدون فرمول با (O۳ و O۲ نیز (و O۴ به توجه با آنگاه ،ℓ,m ̸= ۰ اگر

�� شود). مقایسه ۱۱ .۱ .۲ قضیهی اثبات (با است معادل

⟨Q;<,+⟩ و ⟨R;<,+⟩ ساختارهای متناه اصلناپذیری ۲ .۲ .۳

باشند. نم اصلپذیر متناه طور به ⟨Q;<,+⟩ و ⟨R;<,+⟩ ساختارهای .۲ .۲ .۳ گزاره

گویا اعداد از زیر زیرمجموعهی N بزرگ کاف اندازهی به طبیع عدد برای برهان.

Q/N ! = {m/(N !)k | m ∈ Z, k ∈ N}

بسته جمع عمل تحت مجموعه این .N ! = ۲×۳× · · · ×N آن در که گیریم م نظر در را

A۷ اصل از مورد متناه تعدادی و A۶ ،A۵ ،A۴ ،A۳ ،A۲ ،A۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱ اصول و باشد م

N ! از بزرگتر اول عدد p که n = p برای اما کند. م ارضاء را (n = ۱, · · · , N (برای

�� کند. نم ارضاء را A۷ اصل مجموعه این است،
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چین ماندههای باق ۳ .۳

اعداد پیمانهی (به {≡n}n>۲ همنهشت (دوتایی) روابط ⟨Z;<,+⟩ ساختار سور حذف برای

با معادل a ≡n b فرمول که کنیم م توجه کنیم؛ م اضافه زبان به را استاندارد) طبیع

مفید چین ماندهی باق قضایای ، همنهشت روابط این دربارهی باشد. م ∃x(a+n � x = b)

بود. خواهند

شد. ظاهر میلاد از بعد قرن اولین در باستان چین در بار اولین برای چین ماندهی باق قضیهی

( تقویم (محاسبات مذهبی مناسبات تعیین و نجوم محاسبات در مهم ابزار قضیه این

است. شده استفاده ریاض معماهای طرح برای منبع عنوان به آن از همچنین است. بوده

از حلقهای همیومورفی تصویر ی ریخت ی صورت به چین ماندهی باق قضیهی جبر در

علوم دانشمندان شود. م بیان حلقه همان همیومورفی تصویر دو ضرب حاصل با نوع ی

در همچنین قضیه این کردهاند. استفاده برابر چند دقت حصول برای قضیه این از کامپیوتر

قضیهی بیان برای رود. م کار به نگاری رمز و متناه دنبالههای گذاری کد برای منطق

مانند مجرد جبر از مقدمات یا اعداد مقدمات نظریهی اندک دانستن چین ماندهی باق

است. لازم اعداد» نسبی بودن «اول به مربوط مفاهیم و « «همنهشت

بزو قضیهی ۱ .۳ .۳

صفر مخالف آنها از ی حداقل که b و a صحیح عدد دو برای بزو۱). (قضیه ۱ .۳ .۳ لم

چنان n و m صحیح عدد دو آنگاه باشد، آنها مشترک مقسومعلیه بزرگترین d اگر است،

که دارند وجود

d = ma+ nb.

1Bézout’s Identity
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گیریم: م نظر در زیر صورت به را b و a مثبت خط ترکیبهای همهی مجموعهی برهان.

A = {sa+ tb | s, t ∈ Z, sa+ tb > ۰}.

ترین کوچ دارای باشند، م مثبت آن اعضای همهی چون و است ناته A مجموعهی

به دارند وجود t′ و s′ مانند صحیح اعداد بنابراین نامیم. م d را عضو این باشد. م عضو

صورت این غیر در زیرا باشد م b و a مشترک علیه مقسوم d عدد .d = s′a+ t′b که طوری

به دارند وجود (۰ ≤ r < d) r و q صحیح اعداد d بر a تقسیم با تقسیم وریتم ال به بنا

داریم: طرف از .a = dq + r که طوری

r = a− dq = a− (s′a+ t′b)q = a− as′q − bt′q = a(۱− s′q) + b(−t′q).

باشد م d از کمتر که بود خواهد A مجموعهی از عضوی بودن مثبت صورت در r بنابراین

ترتیب همین به باشد. م a علیه مقسوم d یعن این و r = ۰ بنابراین است. تناقض این که

باشد. م نیز b علیه مقسوم d

منظور این برای است. b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین d دهیم نشان است کاف حال

بر b و a چون صورت این در باشد، b و a مشترک علیه مقسوم بزرگترین d′ کنید فرض

بخشپذیر d′ بر d = s′a + t′b ویژه به نیز آنها خط ترکیب هر پس هستند بخشپذیر d′

�� است. d′ خود برابر پس نیست تر کوچ d′ از d یعن است.
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چین ماندهی باق قضیهی ۲ .۳ .۳

دو که ۲6n۰, n۱, · · · , nk صحیح اعداد برای .( چین ماندهی باق (قضیهی ۲ .۳ .۳ گزاره

به دارد وجود xای صحیح عدد ،t۰, t۱, · · · , tk صحیح اعداد و اولند هم به نسبت دو به

. x ≡ni
ti داریم: i = ۰,۱, · · · , k برای که طوری

نسبت دو به دو n۰, n۱, · · · , nk صحیح اعداد چون .m = n۰n۱ · · ·nk دهیم م قرار برهان.

داریم: اولند، هم به

(n۰,
m
n۰
) = ۱

(n۱,
m
n۱
) = ۱

...

(nk,
m
nk
) = ۱

(۳ .۳)

وجود d۰, d۱, · · · , dk و c۰, c۱, · · · , ck صحیح اعداد (۳ .۳) رابطهی و ۱ .۳ .۳ لم به توجه با

که طوری به دارند

c۰n۰ + d۰
m
n۰

= ۱

c۱n۱ + d۱
m
n۱

= ۱

...

cknk + dk
m
nk

= ۱

(۴ .۳)

که دهیم م نشان

x =
k∑

i=۰

diti
m

ni
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است. مطلوب جواب

داریم: j = ۰,۱, · · · , k برای

x = djtj
m

nj

+
∑
i ̸=j

diti
m

ni

(۴ .۳) به توجه با

= tj(۱− cjnj) +
∑
i ̸=j

diti
m

ni

= tj + nj(−tjcj +
∑
i ̸=j

diti
m

njni

)

�� است. برقرار j = ۰,۱, · · · , k برای x ≡nj
tj یعن این و

تعمیمیافته چین ماندهی باق قضیهی ۳ .۳ .۳

داریم: n۰, n۱, · · · , nk+۱ صحیح اعداد برای .۳ .۳ .۳ لم

nk+۱ ∧ (n۰ ∨ n۱ ∨ · · · ∨ nk) = (nk+۱ ∧ n۰) ∨ (nk+۱ ∧ n۱) ∨ · · · ∨ (nk+۱ ∧ nk)

باشند. م ni ∧ nj = min{ni, nj} و ni ∨ nj = max{ni, nj} آن در که

دهیم: م قرار ابتدا برهان.

.β = (nk+۱∧n۰)∨(nk+۱∧n۱)∨· · ·∨(nk+۱∧nk) و α = nk+۱∧(n۰∨n۱∨· · ·∨nk)

تشخیص را زیر حالت سه .n۰ > n۱ > · · · > nk کنیم م فرض کلیت دادن دست از بدون

دهیم: م
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صورت این در که ،nk+۱ > n۰ (الف)

α = n۰ = β.

صورت این در که ،۰ 6 j < k ی برای nj > nk+۱ > nj+۱ (ب)

α = nk+۱ = β.

صورت این در که ،nk > nk+۱ (ج)

α = nk+۱ = β.

��

مشترک مضرب ترین کوچ را n اگر ،n۰, n۱, · · · , nk+۱ صحیح اعداد برای .۴ .۳ .۳ لم

آنگاه دهیم، قرار i ̸= j برای nj و ni مشترک علیه مقسوم بزرگترین را di,j و n۰, n۱, · · · , nk

d۰,k+۱, · · · , dk,k+۱ مشترک مضرب ترین کوچ با nk+۱ و nمشترک علیه مقسوم بزرگترین

بود. خواهد برابر

دهد. نشان را (۲,۳,۵, · · · ) اول اعداد همهی دنبالهی ρ۰, ρ۱, ρ۲, · · · کنیم م فرض برهان.

آنگاه ،j = ۰,۱, · · · , k + ۱ برای nj =
∏

i ρ
mi(j)
i اگر

[n۰, n۱, n۲, · · · , nk] =
∏
i

ρ
mi(۰)∨mi(۱)∨···∨mi(k)
i
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و

dj,k+۱ = (nj, nk+۱) =
∏
i

ρ
mi(j)∧mi(k+۱)
i .

داریم: ۳ .۳ .۳ لم طبق پس

(nk+۱, [n۰, n۱, n۲, · · · , nk]) =
∏

i ρ
mi(k+۱)∧(mi(۰)∨mi(۱)∨···∨mi(k))
i

=
∏

i ρ
(mi(k+۱)∧mi(۰))∨(mi(k+۱)∧mi(۱))∨···∨(mi(k+۱)∧mi(k))
i

= [(n۰, nk+۱), (n۱, nk+۱), · · · , (nk, nk+۱)]

= [d۰,k+۱, d۱,k+۱, · · · , dk,k+۱]

��

صحیح اعداد برای .([۸] تعمیمیافته چین ماندهی باق (قضیهی ۵ .۳ .۳ گزاره

داریم: ۲6n۰, n۱, · · · , nk و t۰, t۱, · · · , tk

∃x(
∧k∧
i=۰

x ≡ni
ti) ⇐⇒

∧∧
۰6i<j6k

ti ≡di,j tj

باشد. م i ̸= j برای nj و ni مشترک مقسومعلیه بزرگترین di,j آن در که

۲ 6 n۰, n۱, · · · , nk صحیح اعداد برای کنیم فرض اگر» «تنها قسمت اثبات برای برهان.

رابطهی i = ۰,۱, · · · , k برای که طوری به دارد وجود xای صحیح عدد ،t۰, t۱, · · · , tk و

داشت: خواهیم ،i ̸= j برای di,j | nj و di,j | ni روابط به توجه با باشد. م برقرار x ≡ni
ti

x ≡di,j tj و x ≡di,j ti.

.ti ≡di,j tj بنابراین و
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است. بدیه م ح k = ۰ برای کنیم. م ثابت k روی بر استقرا با را «اگر» قسمت حال

که طوری به دارند وجود a۱ و a۰ صحیح اعداد ۱ .۳ .۳ لم به توجه با k = ۱ برای

a۰n۰ + a۱n۱ = d۰,۱. (۵ .۳)

که دارد وجود c مانند صحیح عدد مساله فرض به توجه با همچنین

t۰ − t۱ = cd۰,۱. (۶ .۳)

(۶ .۳) و (۵ .۳) به توجه با دهیم، قرار a۰(n۰/d۰,۱)t۱ + a۱(n۱/d۰,۱)t۰ برابر را x اگر حال

داشت: خواهیم

x = t۰ − a۰n۰c و x = t۱ + a۱n۱c.

برقرارند: زیر روابط بنابراین و

x ≡n۰ t۰ و x ≡n۱
t۱.

برای ti ≡di,j tj رابطهی فرض، طبق که کنیم م توجه استقرا k)−ام + ۱) مرحلهی برای

برقرار زیر روابط x صحیح عدد ی برای کنیم م فرض و است درست ۰ 6 i < j 6 k+۱

استقرا): (فرض باشند
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x ≡n۰ t۰

x ≡n۱
t۱

...

x ≡nk
tk

(۷ .۳)

m اگر باشد. n۰, n۱, · · · , nk صحیح اعداد مشترک مضرب ترین کوچ n کنیم فرض

ترین کوچ با m ،۴ .۳ .۳ لم به بنا یریم، ب nk+۱ و n مشترک علیه مقسوم بزرگترین را

بود. خواهد برابر d۰,k+۱, · · · , dk,k+۱ مشترک مضرب

داریم: (۷ .۳) رابطهی به توجه با حال



x ≡d۰,k+۱
t۰

x ≡d۱,k+۱
t۱

...

x ≡dk,k+۱
tk

(۸ .۳)

داریم: فرض به توجه با



t۰ ≡d۰,k+۱
tk+۱

t۱ ≡d۱,k+۱
tk+۱

...

tk ≡dk,k+۱
tk+۱

(۹ .۳)
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داریم: (۹ .۳) و (۸ .۳) روابط به توجه با



x ≡d۰,k+۱
tk+۱

x ≡d۱,k+۱
tk+۱

...

x ≡dk,k+۱
tk+۱

(۱۰ .۳)

c صحیح عدد ی برای بنابراین و شود م نتیجه x ≡m tk+۱ رابطهی (۱۰ .۳) رابطهی از

داریم:

x− tk+۱ = mc. (۱۱ .۳)

که طوری به دارند وجود b و a مانند صحیح اعداد (۱ .۳ .۳) لم به توجه با

an+ bnk+۱ = m. (۱۲ .۳)

داریم: y = x− anc برای (۱۲ .۳) و (۱۱ .۳) روابط به توجه با حال

y = tk+۱ + bnk+۱c ≡nk+۱
tk+۱.

مطلوب نتیجهی همان این است. برقرار ۰ 6 i 6 k برای y ≡ni
x ≡ni

ti رابطهی همچنین

�� است.
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جمع و ترتیب با صحیح اعداد ۴ .۳

⟨Z;<,+⟩ گسترهی سور حذف ۱ .۴ .۳

است: شده اثبات گوناگون لهای ش به زیر مراجع در ۳ .۴ .۳ قضیهی

از 3.1.21 نتیجهی ،[۱۲] مرجع از 13.10 قضیهی ،[۱۹] مرجع از (III (فصل 4 بخش

قضیهی ،[۹] مرجع از 2.5.18 نتیجهی ،[۱۰] مرجع از (4 (فصل III بخش ،[۱۱] مرجع

.[۳] مرجع از 24 فصل و [۷] مرجع از 32E

است. متفاوت اندک که آورد خواهیم اثبات اینجا در ما •

عبارتند نابدیه گسستهی ماندهدار باق مرتب آبل گروههای نظریهی اصول .۱ .۴ .۳ یادکرد

از:
(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(A۱) ∀x, y, z (x+ (y + z) = (x+ y) + z)

(A۲) ∀x(x+ 0 = x)

(A۳) ∀x(x+ (−x) = 0)

(A۴) ∀x, y(x+ y = y + x)

(A۵) ∀x, y, z(x < y → x+ z < y + z)

(O◦
۷) ∀x, y

(
x < y ↔ x+ 1 6 y

)
(A◦

۷) ∀x∃y
(∨∨

i<n x = n � y + ī
)

n ∈ N+, ī = 1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
i−بار

⋄+

پذیرد. نم سور حذف ⟨Z;<,+,−,0,1⟩ ساختار نظریهی .۲ .۴ .۳ گزاره
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سوری بدون فرمول هیچ با ∃x(x + x = y) که دهیم نشان است کاف اثبات برای برهان.

ی برای m.y برابر ⟨+,−,0,1⟩ زبان در y متغیر شامل ترمهای همهی نیست. معادل

یا m.y = k صورت به ⟨Z;<,+,−,0,1⟩ اتم فرمولهای همهی پس هستند، m ∈ Z

مجموعههای که دید توان م راحت به پس باشند. م m, k ∈ Z برای m.y < k یا m.y > k

مجموعهی که حال در هستند، مل‐متناه م یا متناه هم فوق ساختار تعریفپذیر

�� . مل‐متناه م نه است متناه نه {y ∈ Z|∃x(x+ x = y)}

(که نابدیه گسستهی ماندهدار باق مرتب آبل گروههای نامتناه نظریهی .۳ .۴ .۳ قضیه

ترتیبی نظریهی کامل طور به باشد)، م {O۱, O۲, O۳, A۱, A۲, A۳, A۴, A۵, O◦
۷, A

◦
۷} اصول شامل

⟨Z;<,+,−,0,1, {≡n}n>۲⟩ ساختار همچنین کند. م اصلبندی را صحیح اعداد جمع و

است. تصمیمپذیر نظریهی دارای بنابراین و پذیرد م سور حذف

دهد: م نتیجه را زیر فرمول A◦
۷ اصل برهان.

∀x
∨∨
i<n

(
x ≡n ī ∧

∧∧
i ̸=j<n

x ̸≡n j̄
)
,

شوند: م حذف زیر رابطهی توسط ها همنهشت پشت نقیض علامتهای بنابراین و

(a ̸≡n b)↔
∨∨
۰<i<n

(a ≡n b+ ī ).

x از آزاد t ترم هر برای n � x + t صورت به توان م را x شامل ترم هر که آنجایی از

که باشد م n � x�t با معادل x شامل اتم فرمول هر بنابراین نوشت، n ∈ Z−{۰} و
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فرمول که شود ثابت است کاف ۳ .۳ .۱ لم به توجه با بنابراین .�∈{=, <,>, {≡n}n>۲}

∃x(
∧∧
i<m

ai � x ≡ni
ti ∧

∧∧
j<p

uj<bj � x ∧
∧∧
k<q

ck � x<vk ∧
∧∧
ℓ<r

dℓ � x = wℓ) (۱۳ .۳)

و طبیع اعداد dℓها و ckها bjها، aiها، آن در که است، معادل سور بدون فرمول ی با

هستند. x از آزاد ترمهای ها wℓ و vkها ujها، tiها،

روابط به توجه با

(i) [a < b]↔ [n � a < n � b]

(ii) [a = b]↔ [n � a = n � b]

(iii) [a ≡m b]↔ [n � a ≡nm n � b]

(۱۳ .۳) فرمول در را dℓها و ckها bjها، aiها، همهی توانیم م شوند، م نتیجه اصول از که

فرمول با (۱۳ .۳) فرمول صورت این در کنیم. فرض α برابر

∃y(y ≡α 0 ∧
∧∧
i<m

y ≡ni
t′i ∧

∧∧
j<p

u′j<y ∧
∧∧
k<q

y<v′k ∧
∧∧
ℓ<r

y = w′
ℓ) (۱۴ .۳)

است. معادل y = α � x و t′i, u′j, v′k, w′
ℓ جدید ترمهای برای

بدون فرمول ی با معادل ،y جای به w′
۰ جانشین با (۱۴ .۳) فرمول آنگاه ،r ̸= ۰ اگر حال

شود: سور حذف زیر فرمول است کاف بنابراین است. سور

∃x(
∧∧
i<m

x ≡ni
ti ∧

∧∧
j<p

uj<x ∧
∧∧
k<q

x<vk). (۱۵ .۳)
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است: معادل زیر فرمول با ∃x(θ(x) ∧ u۰<x ∧ u۱<x) فرمول که کنیم م توجه اکنون

[
∃x(θ(x)∧u۰<x)∧u۱6u۰

]
∨
[
∃x(θ(x)∧u۱<x)∧u۰6u۱

]
.

با همچنین .(q 6 ۱ دوگان، بحث به توجه با بنابراین (و p 6 ۱ کنیم فرض توانیم م پس

زیر فرمول ،۵ .۳ .۳ گزارهی به توجه

∃x(θ(x) ∧ x ≡n۰ t۰ ∧ x ≡n۱
t۱)

زیر فرمول معادل ، x−همنهشت دو با

∃x(θ(x) ∧ x ≡n t) ∧ t۰ ≡d t۱

n عدد ،n۱ و n۰ مشترک مقسومعلیه بزرگترین d آن در که باشد، م x−همنهشت ی با

به توجه (با باشند م t = a۰(n۰/d)t۱ + a۱(n۱/d)t۰ و آنها مشترک مضرب ترین کوچ

کنند). م صدق a۰n۰ + a۱n۱ = d بزو اتحاد در اعداد a۱ و a۰ ،۵ .۳ .۳ گزارهی اثبات

.m 6 ۱ کنیم فرض توانیم م ترتیب همین به بنابراین

بدون فرمول ی با معادل ۱۶ .۱ .۲ قضیهی به توجه با (۱۵ .۳) فرمول ،m = ۰ اگر حال

معادل (۴ .۲) فرمول که ل ش همان به s(x) = x + 1 گرفتن نظر در (با بود خواهد سور

شد). سور بدون فرمول ی با

(۱۵ .۳) فرمول آنگاه باشند، ۰ برابر q یا p اگر حالت، این در .m = ۱ کنیم فرض بنابراین

بینهایت یا بزرگ بینهایت جوابهای تواند م همنهشت هر (زیرا باشد م ⊤ با معادل

باشد). داشته کوچ
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فرمول با معادل ∃x(x ≡n t ∧ u<x ∧ x<v) فرمول آنگاه ،p = q = ۱ = m اگر سرانجام

فرمول حال باشد. م s = v − t − 1 و r = u − t ،x = t + n � y برای ∃y(r < n � y 6 s)

برای زیرا است. ∨∨i<n(s ≡n ī ∧ r + ī < s) سور بدون فرمول با معادل ∃y(r < n � y 6 s)

صدق r < n � y 6 s رابطهی در که yای وجود ،s = qn + i که i < n و q صحیح اعداد

�� باشد. م r < nq (= s− i) با معادل کند،

⟨Z;<,+⟩ ساختار متناه اصلناپذیری ۲ .۴ .۳

نیست. اصلپذیر متناه طور به ⟨Z;<,+⟩ ساختار نظریهی .۴ .۴ .۳ گزاره

مورد متناه تعداد و O◦
۷ ،A۵ ،A۴ ،A۳ ،A۲ ،A۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱ اصول دهیم م نشان برهان.

به را p اول عدد منظور این برای کند. اثبات را A◦
۷ اصل موارد همهی توانند نم A◦

۷ اصل از

در شده (ذکر مجموعهی .N = (p−۱)! دهیم م قرار و کنیم م فرض بزرگ کاف اندازهی

برای x 7→ x/n و جمع اعمال تحت Q/N = {m/Nk | m ∈ Z, k ∈ N} (۲ .۲ .۳ گزارهی

آن روی و گیریم م نظر در را A = (Q/N)× Z مجموعهی باشد. م بسته ۱ < n < p هر

کنیم: م تعریف زیر صورت به را A = ⟨A;<A,+A,−A, 0A, 1A⟩ ساختار

(<A): (a, ℓ) <A (b,m) ⇐⇒ (a < b) ∨ (a = b ∧ ℓ < m);

(+A): (a, ℓ) +A (b,m) = (a+ b, ℓ+m);

(−A): −A(a, ℓ) = (−a,−ℓ);

( 0A ): 0A = (0,0);

(1A ): 1A = (0,1).

کند؛ م ارضاء را O◦
۷ و A۵ ،A۴ ،A۳ ،A۲ ،A۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱ اصول A که کنیم م مشاهده

ی برای (1,0) = p � (a, ℓ) + ī تساوی زیرا کند نم ارضاء n = p برای را A◦
۷ اصل اما
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.۱/p ̸∈ Q/N که حال در a = ۱/p که کند م ایجاب (i < p) i ∈ N و ℓ ∈ Z ،a ∈ Q/N

برای :(۱ < n < p (برای کند م ارضاء را A◦
۷ اصل موارد از متناه تعداد A حال، این با

تقسیم وریتم ال طبق و k ∈ N ،m ∈ Z که a = m/Nk داریم: (a, ℓ) ∈ A دلخواه عضو هر

رابطهی حال است. برقرار ،۰ 6 r < n که r و q صحیح اعداد برای ℓ = nq + r رابطهی

بنابراین .m′ = m · (N/n) ∈ Z که جایی است برقرار (a, ℓ) = n �
(
m′/Nk+۱, q

)
+A (۰, r)

�� .r̄ = 1A +A · · ·+A 1A︸ ︷︷ ︸
r−بار

داریم: آن در که (a, ℓ) = n �
(
m′/Nk+۱, q

)
+A r̄

جمع و ترتیب با طبیع اعداد ۵ .۳

یرید: ب نظر در را زیر اصول

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(O۷) ∀x, y(x<y ↔ x+ 1<y ∨ x+ 1=y)

(O◦
۸) ∀x∃y(x ̸= 0→ y + 1 = x)

(O۹) ∀x(x ̸< 0)

(O۱۰) ∀x, y(x ≤ y ↔ ∃z[z + y = y])

(A۱) ∀x, y, z (x+ (y + z) = (x+ y) + z)

(A۲) ∀x(x+ 0 = x)

(A۴) ∀x, y(x+ y = y + x)

(A۵) ∀x, y, z(x < y → x+ z < y + z)

(A◦
۷) ∀x∃y

(∨∨
i<n x = n � y + ī

)
n ∈ N+, ī = 1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

i−بار
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⟨N;<,+⟩ ساختار اصلبندی ۱ .۵ .۳

کند؛ م اصلبندی کامل طور به را ⟨N;<,+,0,1⟩ نظریهی بالا اصول .۱ .۵ .۳ قضیه

نظریهی دارای بنابراین و پذیرد م سور حذف ⟨N;<,+,0,1, {≡n}n>۲⟩ ساختار همچنین

باشد. م تصمیمپذیر

�� است. آمده [۷] مرجع از 32E قضیهی در فوق ساختار سور حذف برهان.

⟨N;<,+⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری ۲ .۵ .۳

ابر‐ساختار از طبیع اعداد جمع و ترتیبی نظریهی تصمیمپذیری اثبات برای بخش این در

کنیم. م استفاده (⟨Z;<,+⟩) آن

فرمول توسط ⟨Z;<,+⟩ ساختار در طبیع اعداد مجموعهی .۲ .۵ .۳ نکته

“x ∈ N” ⇐⇒ ∃y(y+y=y ∧ y 6 x)

�� است. تعریفپذیر

است. تصمیمپذیر ⟨N;<,+⟩ ساختار نظریهی .۳ .۵ .۳ قضیه

⟨N;<,+⟩ ساختار تصمیمپذیری ،⟨Z;<,+⟩ ساختار تصمیمپذیری که دهیم م نشان برهان.

کردن جانشین توسط ψ فرمول از {<,+} زبان در ψN فرمول کنیم فرض دهد. م نتیجه را

آید. دست به ∃x[“x ∈ N”∧θ(x)] با ∃xθ(x) و ∀x[“x ∈ N”→θ(x)] با ∀xθ(x) زیرفرمول هر

داریم: ۲ .۵ .۳ نکتهی به توجه با صورت این در

⟨N;<,+⟩ |= ψ ⇐⇒ ⟨Z;<,+⟩ |= ψN.

�� است. تصمیمپذیر ⟨N;<,+⟩ ساختار نظریهی بنابراین



۴ فصل

اعداد ضربی مرتب ساختارهای

کنیم. م بررس {<,×} زبان در را R و Q ،Z ،N اعداد مجموعهی نظریههای فصل این در

ضرب و ترتیب با طبیع اعداد ۱ .۴

⟨N;<,×⟩ ساختار اصلناپذیری ۱ .۱ .۴

است. تصمیمناپذیر ⟨N;<,×⟩ ساختار نظریهی .۱ .۱ .۴ گزاره

زیرا است، تعریفپذیر ⟨N;<,×⟩ ساختار در جمع عمل که کنیم م توجه ابتدا برهان.

است: تعریفپذیر < رابطهی توسط s تال ر عمل (۱)

y=s(x) ⇐⇒ x<y ∧ ¬∃z(x<z<y)

است: تعریفپذیر ضرب عمل و تال ر عمل توسط جمع و (۲)

۴۲



۴۳ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

z=x+y ⇐⇒[
¬∃u(s(u)=z)∧x=y=z

]
∨
[
∃u(s(u)=z)∧ s(z ·x) · s(z · y) = s(z · z · s(x · y))

]
.

توضیحات برای همچنین شد. معرف [۱۶] رابینسون توسط بار نخستین فوق (اتحاد

مراجعه [۷] مرجع از 281 صفحهی در 2 تمرین یا [۳] مرجع از 24 فصل به توانید م بیشتر

کند تعبیر را ⟨N; +,×⟩ ساختار تواند م ⟨N;<,×⟩ ساختار (۲) و (۱) به توجه با کنید).

بنابراین است. تصمیمناپذیر گودل ناتمامیت قضیهی به توجه با ساختار این نظریهی که

است. تصمیمناپذیر نیز ⟨N;<,×⟩ ساختار نظریهی

به توانید م بیشتر توضیحات و ⟨N; +,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمناپذیری اثبات (برای

یا ،[۹] مرجع از 4.1.7 قضیهی ،[۷] مرجع از 35A نتیجهی ،[۳] مرجع از 17.4 قضیهی

�� کنید.) مراجعه [۱۹] مرجع از III فصل در 6.4 نتیجهی

شمارش قابل محاسبهپذیر طور به مجموعهی هیچ توسط ⟨N;<,×⟩ ساختار .۲ .۱ .۴ نتیجه

�� شود. اصلبندی تواند نم

ضرب و ترتیب با صحیح اعداد ۲ .۴

⟨Z;<,×⟩ ساختار اصلناپذیری ۱ .۲ .۴

⟨Z; ساختارهای⟨×,+ نظریههای تصمیمناپذیری ،⟨N; +,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمناپذیری

کند. م ایجاب نیز را ⟨Z;<,×⟩ و

است. تصمیمناپذیر ⟨Z; +,×⟩ ساختار نظریهی .۱ .۲ .۴ گزاره

⟨Z; +,×⟩ ساختار در لاگرانژ مربع چهار قضیهی توسط N طبیع اعداد مجموعهی برهان.



۴۴ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

:([۱۲] مرجع از 16.6 (قضیهی است تعریفپذیر

u ∈ N ⇐⇒ ∃x, y, z, t (u = x · x+ y · y + z · z + t · t)

ناتمامیت، قضیهی بر بنا رابطه این که است، تعریفپذیر ⟨Z; +,×⟩ در ⟨N; +,×⟩ بنابراین

نتیجهی یا [۱۲] مرجع از 16.7 (قضیهی دهد م نشان را ⟨Z; +,×⟩ ساختار تصمیمناپذیری

�� ببینید). را [۱۹] مرجع از III فصل در 8.29

است. تصمیمناپذیر ⟨Z;<,×⟩ ساختار نظریهی .۲ .۲ .۴ گزاره

هستند: تعریفپذیر ⟨Z;<,×⟩ ساختار در زیر اعمال و اعداد که کنیم م توجه ابتدا برهان.

صفر: عدد ‐

u = 0 ⇐⇒ ∀x(x · u = u).

: ی عدد ‐

u = 1 ⇐⇒ ∀x(x · u = x).

:− 1 عدد ‐

u = − 1 ⇐⇒ u · u = 1 ∧ u ̸= 1.

جمع: قرینهی ‐

y = −x ⇐⇒ y = (− 1) · x.

: تال ‐

y = s(x) ⇐⇒ x < y ∧ ¬∃z(x < z < y).



۴۵ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

جمع: ‐

z = x+y ⇐⇒ [z = 0∧y = −x] ∨ [z ̸= 0∧ s(z ·x) · s(z ·y) = s(z ·z · s(x ·y))].

مرجع از 187 (صفحهی دارد وجود Z در {s,×} زبان در + برای ری دی زیبای تعریف

:([۹]

z = x+ y ⇐⇒

[z ·s(z) = z∧s(x ·y) = s(x) ·s(y)]∨ [z ·s(z) ̸= z∧s(z ·x) ·s(z ·y) = s(z ·z ·s(x ·y))].

توجه با و شود، م شامل نوع به نیز را ⟨Z; +,×⟩ ساختار ⟨Z;<,×⟩ ساختار بنابراین

ساختار نظریهی پس است؛ تصمیمناپذیر ⟨Z; +,×⟩ ساختار نظریهی ،۱ .۲ .۴ گزارهی به

�� است. تصمیمناپذیر نیز ⟨Z;<,×⟩

شمارش قابل محاسبهپذیر طور به مجموعهی هیچ توسط ⟨Z;<,×⟩ ساختار .۳ .۲ .۴ نتیجه

�� شود. اصلبندی تواند نم

ضرب و ترتیب با حقیق اعداد ۳ .۴

میدانهای نظریهی توسط کامل طور به تواند م ⟨R;<,+,×⟩ ساختار که داد نشان تارس

تصمیمپذیری اثبات دارد. تصمیمپذیر نظریهی بنابراین و شود اصلبندی حقیق بستهی مرتب

[۱۱] مرجع از 3.3.15 قضیهی ،[۱۰] مرجع از 4 فصل در 7 قضیهی در ساختار این نظریهی

است. موجود [۱۲] مرجع از 21.36 قضیهی و

هست، نیز ⟨R;<,+,×⟩ ساختار در مشمول ⟨R;<,×⟩ ساختار که آنجایی از .۱ .۳ .۴ نتیجه

�� است. تصمیمپذیر نیز ⟨R;<,×⟩ ساختار نظریهی



۴۶ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

اثبات ( تارس قضیهی از استفاده (بدون مستقیماً را نظریه این تصمیمپذیری ما اینجا •

دهیم. م ارایه آن برای صریح اصلبندی ی و کنیم م

⟨R;<,×⟩ گسترهی سور حذف و اصلبندی ۱ .۳ .۴

کنیم. م توجه ⟨R+;<,×⟩ ساختار به ابتدا

( نابدیه بخشپذیر مرتب آبل گروههای به (مربوط زیر نامتناه نظریهی .۲ .۳ .۴ گزاره

کند: م اصلبندی را مثبت حقیق اعداد ضربی و ترتیبی نظریهی کامل طور به

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(M۱) ∀x, y, z (x · (y · z) = (x · y) · z)

(M۲) ∀x(x · 1 = x)

(M۳) ∀x(x · x−۱ = 1)

(M۴) ∀x, y(x · y = y · x)

(M۵) ∀x, y, z(x < y → x · z < y · z)

(M۶) ∃y(y ̸= 1)

(M۷) ∀x∃y(x = yn) n > ۲

است. تصمیمپذیر آن نظریهی بنابراین و پذیرد، م سور حذف ⟨R+;<,×,�−۱,1⟩ ساختار

ریخت ی x 7→ log(x) نگاشت توسط مثبت) حقیق اعداد (برای ⟨R+;<,×⟩ ساختار برهان.

نظریهی تصمیمپذیری ۱ .۲ .۳ قضیهی بنابراین باشد. م ⟨R;<,+⟩ ساختار با (جبری)

�� دهد. م نتیجه را ⟨R+;<,×⟩ ساختار



۴۷ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

حقیق اعداد ضربی و ترتیبی نظریهی کامل طور به زیر نامتناه نظریهی .۳ .۳ .۴ قضیه

کند: م اصلبندی را

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(M۱) ∀x, y, z (x · (y · z) = (x · y) · z)

(M◦
۲) ∀x(x · 1 = x ∧ x · 0 = 0 = −0)

(M◦
۳) ∀x(x ̸= 0→ x · x−۱ = 1)

(M۴) ∀x, y(x · y = y · x)

(M◦
۵) ∀x, y, z(x < y ∧ 0 < z → x · z < y · z)

(M•
۵) ∀x, y, z(x < y ∧ z < 0→ y · z < x · z)

(M◦
۶) ∃y(− 1 < 0 < 1 < y)

(M◦
۷) ∀x∃y(x = y۲n+۱) n ∈ N

(M۸) ∀x(x۲n = 1←→ x = 1 ∨ x = − 1)

(M۹) ∀x (0 < x←→ ∃y[y ̸= 0 ∧ x = y۲])

تصمیمپذیر آن نظریهی بنابراین و پذیرد، م سور حذف ⟨R;<,×,�−۱, − 1,0,1⟩ ساختار

است.

در که شود م نتیجه M۸ و M۴ ،M◦
۶ ،M◦

۲ ،M•
۵ اصول از (x < 0)↔ (0 < −x) رابطهی برهان.

داریم: η فرمول هر برای بنابراین .− x = (−1) · x آن

∃xη(x) ≡ ∃x>0η(x) ∨ η(0) ∨ ∃y>0η(−y).



۴۸ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

است: معادل زیر فرمول با η(x, z) صورت این در باشد، η در ری دی متغیر z اگر همچنین

[0 < z ∧ η(x, z)] ∨ η(x,0) ∨ [0 < −z ∧ η(x, z)].

0 < z′∧η(x,−z′) با 0 < −z∧η(x, z) صورت این در ،z′ = −z کنیم فرض اگر سرانجام و

لزوم)، صورت در متغیر تغییر (و −1 و 0 ثابتهای معرف با بنابراین بود. خواهد معادل

با حال هستند. مثبت سور، بدون فرمول ی متغیرهای همهی که کنیم فرض توانیم م

گیرد: م انجام زیر صورت به سور حذف روند ۳ .۳ .۱ لم به توجه

تقلیل ۲ .۳ .۴ گزارهی به را قضیه سپس و کنیم م حذف را − 1 و 0 ثابتهای ابتدا ما

مثبت یا ترم هر که ترتیب این به کنیم. م سادهتر را ترمها نخست مرحلهی در دهیم. م

−t) هست مثبت ترم نقیض یا هست 0 برابر یا باشند) م مثبت متغیرها (همهی هست

که کنیم فرض توانیم م ،⊥ با 0 < 0 و ⊤ با 0 = 0 تعویض با سپس .(t مثبت ترم برای

فرمول هر در بار ی حداکثر نیز −1 شود. م ظاهر اتم فرمول هر در بار ی حداکثر 0

حال باشند. م معادل s < t با −t < −s و t = s با −t = −s زیرا شود م ظاهر اتم

فرمول و ⊥ با t < −s و t = −s ،−t = s اتم فرمولهای تعویض با را −1 ثابت توانیم م

کنیم. حذف (− 0 = 0 ،M◦
۲ به توجه (با صفر یا مثبت ترمهای برای ،⊤ با −t < s اتم

هر برای ⊥ با (0 = t (همچنین t = 0 و t < 0 و ⊤ با 0 < t تعویض با 0 ثابت همچنین

مثبت متغیرهایش تمام که رسیم م فرمول به بنابراین شود. حذف تواند م ،t مثبت ترم

به فرمول دوم، مرحلهی برای سرانجام هستیم. R+ قلمروی در ترتیب این به و باشند م

ل ش که شرط به است معادل ۲ .۳ .۴ گزارهی از حاصل سور بدون فرمول با آمده دست

اصول از استفاده با بتوان را R+ در M۷ و M۶ ،M۵ ،M۴ ،M۳ ،M۲ ،M۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱ اصول نسبی

اصول تنها است کاف کرد. ثابت M۹ و M۸ ،M◦
۷ ،M◦

۶ ،M•
۵ ،M◦

۵ ،M۴ ،M◦
۳ ،M◦

۲ ،M۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱



۴۹ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

صورت به ترتیب به R+ در آنها نسبی ل ش که شوند اثبات M۷ و M۶

∃y(0 < y ∧ y ̸= 1) و ∀x∃y[0 < x→ 0 < y ∧ x = yn]

a > ۰ ،M۷ کردن نسبی برای شود. م نتیجه M◦
۶ اصل از فوراً M۶ اصل نسبی ل ش باشند. م

عدد M◦
۷ اصل از استفاده با .n = ۲k(۲m + ۱) دهید قرار یرید. ب نظر در را n ∈ N و

.c > ۰ که شود م نتیجه M•
۵ و M◦

۵ اصول از و .c۲m+۱ = a که طوری به دارد وجود c حقیق

به باشد داشته وجود باید b حقیق عدد بار، k برای آن تکرار و M۹ اصل از استفاده با حال

کرد). استفاده b جای به −b از توان م صورت این غیر در (زیرا b > ۰ و b۲k
= c که طوری

�� .a = bn نتیجه در و b۲k(۲m+۱) = c۲m+۱ = a داریم: بنابراین

⟨R;<,×⟩ ساختار متناه اصلناپذیری ۲ .۳ .۴

نیست. اصلپذیر متناه طور به ⟨R+;<,×⟩ ساختار .۴ .۳ .۴ گزاره

زیر مجموعهی برهان.
{۲m·(N !)−k | m ∈ Z, k ∈ N}

مجموعه این گیریم. م نظر در بزرگ، کاف اندازهی به N برای را مثبت حقیق اعداد از

اصول همهی بنابراین و است ضربی زیرگروه

(O۱, O۲, O۳, M۱, M۲, M۳, M۴, M۵, M۶)

این موارد همهی ول کند م ارضاء را (n 6 N (برای M۷ اصل از مورد متناه تعداد و
باشد، م N ! از بزرگتر اول عدد p که n = p مورد در مثال برای کند. نم ارضاء را اصل

�� شود. نم ارضاء M۷ اصل



۵۰ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

نیست. اصلپذیر متناه طور به ⟨R;<,×⟩ ساختار .۵ .۳ .۴ قضیه

زیر مجموعهی برهان.

{۰} ∪ {−۲m·(N !)−k

,۲m·(N !)−k | m ∈ Z, k ∈ N}

کند. م ارضاء M◦
۷ اصل جز به را ۳ .۳ .۴ قضیهی اصول همهی N > ۲ برای حقیق اعداد از

همهی ول کند م ارضاء را (۲n + ۱ 6 N (برای اصل این موارد از متناه تعداد اگرچه

اصل باشد، م N ! از بزرگتر اول عدد ۲n+۱ که وقت مثال برای شوند. نم ارضاء موارد

�� شود. نم ارضاء M◦
۷

ضرب و ترتیب با گویا اعداد ۴ .۴

یعن مثبت گویای اعداد ضربی و ترتیبی ساختار به را نظرمان ۳ .۳ .۴ قضیهی اثبات روش

< رابطهی با همراه R مجموعه کل ما قضیه آن در حقیقت در کند. م جلب ⟨Q+;<,×⟩

اضافه با که بود ترتیب بدین نیز اثبات روش نمودیم. اصلبندی R+ کم به را × عمل و

در x هر برای کردیم: م علامت تعیین گونه بدین را متغیرها تمام − 1 و 0 ثوابت کردن

ثوابت کردن اضافه با پس است؛ برقرار نیز Q در این .−x > 0 یا x = 0 یا x > 0 داریم R

توسط × و < همراه به را Q بتوان باید ۳ .۳ .۴ قضیهی برهان تکنی همان با و − 1 و 0

زبان در مثبت گویای اعداد نظریهی به را خود توجه نخست بنابراین نمود. اصلبندی Q+

داریم. م معطوف ترتیب و ضرب



۵۱ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

⟨Q;<,×⟩ گسترهی سور حذف ۱ .۴ .۴

پذیرد. نم سور حذف ⟨Q+;<,×⟩ ساختار نظریهی .۱ .۴ .۴ گزاره

معادل سوری بدون فرمول هیچ با n > ۱ برای ∃x(y = xn) فرمول دهیم م نشان برهان.

yn = ym یا yn < ym لهای ش به y آزاد متغیر برای اتم فرمولهای همهی باشد. نم

بنابراین باشند. م ⊥ یا ⊤ حالتهای از ی معادل و نیستند y مقدار به وابسته که باشند م

هیچ معادل باشد) ⊥ یا ⊤ تواند م و است n و y مقدار به وابسته (که ∃x(y = xn) فرمول

�� باشد. نم آنها از کدام

بیان که کنیم م تعریف ∃x(y = xn) فرمول را ℜn(y) ،n > ۱ برای .(ℜ) ۲ .۴ .۴ تعریف

⊗⊕ است». عدد ی توان n−امین ،y» کند: م

طور به توان م ،n ∈ N طبیع عدد و r ∈ Q شدهی داده گویای عدد برای .۳ .۴ .۴ نکته

که است کاف منظور این برای نه: یا هست برقرار ℜn(r) که گرفت تصمیم وریتم ال

است ۸
۹ صورت به کردن ساده از پس ۴۰

۴۵ عدد (مثلا کرده تجزیه اول عوامل به را r ∈ Q

ظاهر توانهای تمام بخشپذیری و (۲۳×۳−۲ با است برابر اول عوامل به آن تجزیهی که

⋄+ نمود. بررس n به را شده
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اصول توسط که باشد نظریهای TQ کنید فرض .(TQ) ۴ .۴ .۴ تعریف

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(M۱) ∀x, y, z (x · (y · z) = (x · y) · z)

(M۲) ∀x(x · 1 = x)

(M۳) ∀x(x · x−۱ = 1)

(M۴) ∀x, y(x · y = y · x)

(M۵) ∀x, y, z(x < y → x · z < y · z)

(M۶) ∃y(y ̸= 1)

(M۱۰) ∀x, z∃y(x < z → x < yn < z) n ∈ N

(M۱۱) ∀{xj}j<q ∃y∀z
∧∧

mj -n (j<q)(y
n · xj ̸= zmj) (mj > ۱) و n > برای۱

⊗⊕ شود. م اصلبندی

دهیم: م ارایه M۱۱ و M۱۰ دربارهی ترتیب به توضیحات ادامه در

در ه بل خودش اعضای در تنها نه Q+ که شود م تعبیر ترتیب این به Q+ در M۱۰ اصل

که طوری به دارد وجود y ∈ Q+ ،x, z ∈ Q+ هر (برای است ال چ نیز آنها الهای رادی

.( n
√
x < y < n

√
z

x۰, · · · , xq−۱ ∈ Q+ دنبالهی هر برای اینکه با است معادل واقع در Q+ در M۱۱ اصل تعبیر

،(mj - n عبارت (به کنند نم عاد را n آنها از کدام هیچ که m۰, · · · ,mq−۱ ∈ N+ و

باشد نم درست R+ در اصل این .∧∧j<q ¬ℜmj
(yn · xj) که طوری به دارد وجود y ∈ Q+

Q+ در M۱۱ اصل درست مشاهدهی برای و است) درست آن در M۱۰ اصل که حال (در

اول عدد را y توان م x۰, · · · , xq−۱ شدهی داده دنبالهی برای که کنیم توجه است کاف
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حالت این در نشود. ظاهر xjای هیچ شدهی ساده کسر مخرج و صورت در که کرد فرض

عاد را n عدد ،mj که باشد مثبت) گویای (عدد mj−ام توان تواند م وقت فقط yn · xj

xjای برای اگر و) mj | n (اگر صورت این غیر در زیرا باشد م لازم mj - n شرط کند.

شود. نم ارضاء ¬ℜmj
(yn · xj) رابطهی yای هیچ برای آنگاه شود، ارضاء ℜmj

(xj) رابطهی

طور به ⟨Q+;<,×,�−۱,1, {ℜn}n>۱⟩ ساختار نظریهی که داد خواهیم نشان اکنون •

بنابراین پذیرد، م سور حذف ساختار این و شود م اصلبندی TQ نظریهی توسط کامل

خواهیم نیاز زیر لمهای به منظور این برای است. تصمیمپذیر ⟨Q+;<,×⟩ ساختار نظریهی

داشت.

داریم: ،n۱, n۲ > ۱ و x ∈ Q+ هر برای .۵ .۴ .۴ لم

ℜn۱
(x) ∧ ℜn۲

(x) ⇐⇒ ℜn(x)

باشد. م n۲ و n۱ مشترک مضرب ترین کوچ n آن در که

شود. م ثابت ⇐ قسمت کنند، م عاد را n ،n۲ و n۱ دوی هر اینکه به توجه با برهان.

c۱, c۲ ∈ Z بزو اتحاد از استفاده با .x = yn۱ = zn۲ کنیم فرض ،⇒ قسمت اثبات برای

بنابراین است؛ برقرار c۱n/n۱ + c۲n/n۲ = ۱ تساوی که طوری به دارند وجود

x = xc۱n/n۱ · xc۲n/n۲ = yc۱n · zc۲n = (yc۱zc۲)n

�� کند. م تمام را اثبات این که
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داریم: x و {ti}i<p مثبت گویای اعداد و ni > ۱ که {ni}i<p طبیع اعداد برای .۶ .۴ .۴ لم

∧∧
i<p

ℜni
(x · ti) ⇐⇒ ℜn(x · β) ∧

∧∧
i ̸=j

ℜdi,j(ti · t−۱
j )

و ni مشترک علیه مقسوم بزرگترین di,j niها، مشترک مضرب ترین کوچ n آن در که

برقرار ciها برای ∑i<p ci(n/ni) = ۱ رابطهی که β =
∏

i<p t
ci(n/ni)
i و (i ̸= j هر (برای nj

است.

برقرار ∧∧i ̸=j ℜdi,j(ti ·t−۱
j ) رابطهی هرگاه مفروض، n و di,jها ciها، niها، tiها، برای برهان.

کنیم فرض است: برقرار نیز ℜnk
(tk · β−۱) رابطهی ،k < p هر برای دهیم م نشان باشد،

کنیم م توجه هست). n علیه مقسوم (که باشد ni و nk مشترک مضرب ترین کوچ mk,i

وجود (k ̸= i (برای wk,iهایی باید ،ℜdk,i(tk · t−۱
i ) که آنجایی از .dk,i/ni = nk/mk,i که

به زیر تساویهای از ℜnk
(tk · β−۱) رابطهی حال .tk · t−۱

i = w
dk,i
k,i که طوری به باشند داشته

آید: م دست

tk · β−۱ = t
∑

i ci(n/ni)
k ·

∏
i t

−ci(n/ni)
i

=
∏

i ̸=k(tk · t
−۱
i )ci(n/ni)

=
∏

i ̸=k(w
dk,i
k,i )

ci(n/ni)

=
∏

i ̸=k w
ci·nk(n/mk,i)

k,i

= (
∏

i ̸=k w
ci(n/mk,i)

k,i )nk .

ℜdi,j(x · tj) و ℜdi,j(x · ti) که کنند م ایجاب فوراً ℜnj
(x · tj) و ℜni

(x · ti) روابط :(⇒)

۵ .۴ .۴ لم از استفاده با است کاف ،ℜn(x · β) دادن نشان برای .ℜdi,j(ti · t−۱
j ) بنابراین و

رابطهی از فوراً نیز این و است. برقرار i < p هر برای ℜni
(x · β) رابطهی که دهیم نشان

شود. م نتیجه ℜni
(x · ti) فرض و شد ثابت ابتدا در که ℜni

(ti · β−۱)
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به توجه با حال داریم. k < p هر برای را ℜnk
(tk · β−۱) رابطهی اول، قسمت از :(⇐)

k < p هر برای بنابراین و شود م نتیجه ℜnk
(x ·β) رابطهی ،ℜn(x ·β) رابطهی از ۵ .۴ .۴ لم

�� .ℜnk
(x · tk) داریم:

ایدهی باشند. م اثبات قابل TQ نظریهی در ۶ .۴ .۴ و ۵ .۴ .۴ لمهای که کنیم م توجه •

است. شده گرفته [۱۴] مرجع از ۶ .۴ .۴ لم اثبات

باشند: م اثبات قابل TQ نظریهی در n > ۱ هر برای زیر جملات .۷ .۴ .۴ لم

∀u∃y[ℜn(y · u)],

∀x, u∃y[x < y ∧ ℜn(y · u)],

∀z, u∃y[y < z ∧ ℜn(y · u)],

∀x, z, u∃y[x < z → x < y < z ∧ ℜn(y · u)].

vای ،۴ .۴ .۴ تعریف از M۱۰ از استفاده با کنیم. اثبات را آخر فرمول است کاف برهان.

داشت: خواهیم y = vn · u−۱ برای صورت این در .x · u < vn < z · u که دارد وجود

�� .ℜn(y · u) و x < y < z

باشند: م اثبات قابل TQ نظریهی در {mj > ۱}j<q هر برای زیر جملات .۸ .۴ .۴ لم

∀{xj}j<q∃y[
∧∧

j ¬ℜmj
(y · xj)],

∀{xj}j<q, u∃y[u < y ∧
∧∧

j ¬ℜmj
(y · xj)],

∀{xj}j<q, v∃y[y < v ∧
∧∧

j ¬ℜmj
(y · xj)],

∀{xj}j<q, u, v∃y[u < v → u < y < v ∧
∧∧

j ¬ℜmj
(y · xj)].

باشد. م n = ۱ برای ۴ .۴ .۴ تعریف از M۱۱ اصل فوری نتیجهی جمله اولین برهان.

به دارد وجود γای ،M۱۱ اصل از استفاده با کنیم. اثبات را آخر جملهی است کاف حال
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وجود δای ،M۱۰ اصل از استفاده با M؛ =
∏

j mj کنیم فرض .∧∧j ¬ℜmj
(γ · xj) که طوری

u < y < v داریم: y = γ · δM برای حال .u · γ−۱ < δM < v · γ−۱ که طوری به دارد

نتیجه در و ℜmj
(y · xj) داشت خواهیم صورت این غیر در زیرا .∧∧j ¬ℜmj

(y · xj) و

است.�� تناقض ی این و بود خواهد برقرار ℜmj
(γ ·xj) رابطهی بنابراین ℜmj؛

(γ · δM ·xj)

زیر فرمولهای TQ نظریهی در .۹ .۴ .۴ لم

∃x[ℜn(x · t) ∧
∧∧

j<q ¬ℜmj
(x · sj)],

∃x[u < x ∧ ℜn(x · t) ∧
∧∧

j<q ¬ℜmj
(x · sj)],

∃x[x < v ∧ ℜn(x · t) ∧
∧∧

j<q ¬ℜmj
(x · sj)]

با: ∧∧معادل
mj |n

¬ℜmj
(t−۱ · sj)

فرمول و بوده

∃x[u < x < v ∧ ℜn(x · t) ∧
∧∧
j<q

¬ℜmj
(x · sj)]

با: است ∧∧معادل
mj |n

¬ℜmj
(t−۱ · sj) ∧ u < v.

اگر حال .ℜmj
(x · t) که کند م ایجاب ℜn(x · t) صورت این در mj | n اگر برهان.

متناقض که بود خواهد درست نیز ℜmj
(x · sj) صورت این در باشد، درست ℜmj

(t−۱ · sj)

باشد. م ∧∧
j<q ¬ℜmj

(x · sj) با

γای ،M۱۱ اصل از استفاده با باشد. برقرار ∧∧mj |n ¬ℜmj
(t−۱ · sj) رابطهی کنیم فرض حال



۵۷ اعداد ضربی مرتب ساختارهای .۴ فصل

وجود δای ،M۱۰ اصل از استفاده با .∧∧mj -n ¬ℜmj
(γn · t−۱ · sj) که طوری به دارد وجود

برای .M =
∏

j<qmj و (u < v (اگر u · t · γ−n < δM ·n < v · t · γ−n که طوری به دارد

.ℜn(x · t) و u < x < v داریم: x = δM ·n · γn · t−۱

گیریم: م نظر در حالت دو .¬ℜmj
(x · sj) که دهیم م نشان j < q برای حال

.¬ℜmj
(δM ·n · γn · t−۱ · sj) که کند م ایجاب ¬ℜmj

(t−۱ · sj) صورت این در mj | n اگر ‐

¬ℜmj
(δM ·n ·γn ·t−۱ ·sj) که کند م ایجاب ¬ℜmj

(γn ·t−۱ ·sj) صورت این در mj - n اگر ‐

�� .(mj |M (زیرا

بررس رساله این در بار اولین برای که کنیم اثبات را اصل نتیجهی توانیم م بالاخره •

است. شده

اصلبندی را ⟨Q+;<,×⟩ ساختار نظریهی کامل طور به TQ نامتناه نظریهی .۱۰ .۴ .۴ قضیه

پذیرد. م سور حذف ⟨Q+;<,×,�−۱,1, {ℜn}n>۱⟩ ساختار و کند م

شود: سور حذف زیر فرمول است کاف برهان.

∃x(
∧∧
i<p

ℜni
(xai · ti) ∧

∧∧
j<q

¬ℜmj
(xbj ·sj) ∧

∧∧
k<f

uk<x
ck ∧

∧∧
ℓ<g

xdℓ<vℓ ∧
∧∧
ι<h

xeι = wι).

(۱ .۴)

روابط به توجه با
(i) an < bn ↔ a < b

(ii) ℜm·n(a
n)↔ ℜm(a)

فرض برابر را elها و dℓها ckها، bjها، aiها، همهی توانیم م شوند، م نتیجه اصول از که

فرض توانیم م همچنین یریم. ب ی برابر ۳ .۴ .۳ قضیهی اثبات شیوهی همان به و کرده

.p 6 ۱ که کرد فرض توان م ،۶ .۴ .۴ لم به توجه با نیز و .f, g 6 ۱ و h = ۰ کنیم
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شود. حذف (۱ .۴) فرمول سور که کند م ایجاب ۷ .۴ .۴ لم صورت این در ،q = ۰ اگر ‐

.q > ۰ که کنیم م فرض بنابراین

شود. م حذف ۸ .۴ .۴ لم توسط (۱ .۴) فرمول سور صورت این در ،p = ۰ اگر ‐

فرمول که کند م ایجاب ۹ .۴ .۴ لم ،f, g 6 ۱ و q ̸= ۰ = h ،p = ۱ فرض با سرانجام ‐

�� شود. سور حذف (۱ .۴)

کند: م اصلبندی را ⟨Q;<,×⟩نظریهی کامل طور به زیر نامتناه نظریهی .۱۱ .۴ .۴ نتیجه

(O۱) ∀x, y(x < y → y ̸< x)

(O۲) ∀x, y, z(x < y < z → x < z)

(O۳) ∀x, y(x < y ∨ x = y ∨ y < x)

(M۱) ∀x, y, z (x · (y · z) = (x · y) · z)

(M◦
۲) ∀x(x · 1 = x ∧ x · 0 = 0 = −0)

(M◦
۳) ∀x(x ̸= 0→ x · x−۱ = 1)

(M۴) ∀x, y(x · y = y · x)

(M◦
۵) ∀x, y, z(x < y ∧ 0 < z → x · z < y · z)

(M•
۵) ∀x, y, z(x < y ∧ z < 0→ y · z < x · z)

(M◦
۶) ∃y(− 1 < 0 < 1 < y)

(M۸) ∀x(x۲n = 1←→ x = 1 ∨ x = − 1)

(M◦
۱۰) ∀x, z∃y(0 < x < z → x < yn < z) n ∈ N

(M۱۱) ∀{xj}j<q ∃y∀z
∧∧

mj -n (j<q)(y
n · xj ̸= zmj) (mj > ۱) و n > برای۱

نظریهی بنابراین و پذیرد م سور حذف ⟨Q;<,×,�−۱, − 1,0,1, {ℜn}n>۱⟩ ساختار

است. تصمیمپذیر آن
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(۱۰ .۴ .۴) اصل قضیهی از ⟨Q;<,×,�−۱, − 1,0,1, {ℜn}n>۱⟩ ساختار سور حذف برهان.

حالتهای از ی ،x متغیر هر برای کنیم؛ متمایز را علامتها است کاف شود: م نتیجه

�� است. برقرار x > 0 یا x = 0 یا −x > 0

است. تصمیمناپذیر ⟨Q; +,×⟩ ساختار نظریهی .۱۲ .۴ .۴ گزاره

است تعریفپذیر ⟨Q; +,×⟩ ساختار در صحیح اعداد مجموعهی اینکه به توجه با برهان.

را ⟨Z; +,×⟩ ساختار نظریه تصمیمپذیری ⟨Q; +,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری ،[۱۶]

�� باشد. م ۱ .۲ .۴ گزارهی با متناقض که دهد م نتیجه

نیست. تعریفپذیر ⟨Q;<,×⟩ ساختار در جمع عمل .۱۳ .۴ .۴ نتیجه

⟨Q;<,×⟩ شامل ⟨Q; +,×⟩ آنگاه باشد، تعریفپذیر ⟨Q;<,×⟩ ساختار در + اگر برهان.

ساختار نظریهی ،⟨Q;<,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری به توجه با صورت این در بود. م

�� است. ۱۲ .۴ .۴ گزارهی با متناقض که شد م تصمیمپذیر نیز ⟨Q; +,×⟩

⟨Q;<,×⟩ ساختار متناه اصلناپذیری ۲ .۴ .۴

نیست. اصلپذیر متناه طور به ⟨Q+;<,×⟩ ساختار .۱۴ .۴ .۴ قضیه

باشد، اصلپذیر متناه طور به تواند نم ⟨Q+;<,×⟩ ساختار دهیم نشان اینکه برای برهان.

TQ نظریهی اصول از زیاد کاف اندازهی به تعداد هر که سازیم م مرتب ضربی ساختار ی

گیریم. م بزرگ کاف اندازهی به اول عدد ی را p کند. ارضاء را اصول آن همهی نه اما

زیر مجموعهی دیدیم، قبلا که طور همان

Q/p = {m/pk | m ∈ Z, k ∈ N}
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فرض است. برقرار Z ⊂ Q/p ⊂ Q رابطهی و باشد م بسته x 7→ x/p عمل و جمع تحت

را (Q/p)∗ دهد. نشان را (۲,۳,۵, · · · ) اول اعداد همهی دنبالهی ρ۰, ρ۱, ρ۲, · · · کنیم

عمل و ضرب تحت مجموعه این دهیم؛ م قرار {∏i<ℓ ρ
ri
i | ℓ ∈ N, ri ∈ Q/p} مجموعهی

مجموعهی بنابراین است. برقرار Q+ ⊂ (Q/p)∗ ⊂ R+ رابطهی و باشد م بسته x 7→ x۱/p

اصل همچنین و ،۲ .۳ .۴ گزارهی از M۶ و M۵ ،M۴ ،M۳ ،M۲ ،M۱ ،O۳ ،O۲ ،O۱ اصول ،(Q/p)∗

mj = p و n = xj = ۱ برای را M۱۱ اصل مجموعه این حال، این با کند. م ارضاء را M۱۰

حالت برای را M۱۱ اصل (Q/p)∗ که دهیم م نشان .(Q/p)∗ |= ∀yℜp(y) زیرا کند نم ارضاء

متناه تعداد بنابراین .(j < q هر و دلخواه q و n هر (برای کند م ارضاء ،۱ < mj < p که

اثبات را آن موارد همهی توانند نم (TQ نظریهی اصول بقیهی همراه (به M۱۱ اصل موارد از

فرض توانیم م باشد؛ شده داده xj =
∏

i<ℓj
ρ
ri,j
i صورت به (Q/p)∗ از xj کنیم فرض کنند.

عدد .(j < q هر (برای vj ∈ N و uj ∈ Z که rj,j = uj/p
vj دهیم م قرار .ℓj > q که کنیم

کنیم. م تعریف mj برابر ،mj - uj که حالت برای و ۱ برابر ،mj | uj که حالت برای را tj

کنیم فرض

y =
∏
i<q

ρ
(ti/p

vi+۱)
i (∈ (Q/p)∗)

است: برقرار زیر رابطه ،∧∧j<qmj - n وقت که دهیم م نشان و

∧∧
j<q

¬ℜmj
(yn · xj).

این در خلف). (فرض ℜmk
(yn · xk) که کنیم م فرض و گیریم م نظر در را k < q عدد

وجود باید b و a صحیح اعداد شود. م برقرار ℜmk
(ρ

ntk/p
vk+۱

k · ρuk/p
vk

k ) رابطهی صورت
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که طوری به باشند داشته

ρ
(ntk+puk)/p

vk+۱

k = ρ
(mk·a)/pb
k .

بنابراین

mk | ntk + puk,

رسیم: م تناقض به زیر حالت دو بررس با حال

که ،mk | n آنجا از و mk | n + puk بنابراین و tk = ۱ صورت این در mk | uk اگر (i)

است؛ ∧∧j<qmj - n فرض با متناقض

mk | puk آنجا از و mk | nmk + puk بنابراین و tk = mk صورت این در mk - uk اگر (ii)

�� باشد. م mk - uk فرض با متناقض که ،mk | uk دهد م نتیجه ،(mk, p) = ۱ با که



۵ فصل

باز مسایل و جمعبندی

جمعبندی ۱ .۵

داده نشان ∆۱\/ با تصمیمناپذیر ساختارهای و ∆۱ با تصمیمپذیر ساختارهای زیر، جدول در

شدهاند:

N Z Q R

{<} ∆۱ ∆۱ ∆۱ ∆۱

{<,+} ∆۱ ∆۱ ∆۱ ∆۱

{<,×} ∆۱\/ ∆۱\/ ∆۱ ∆۱

{+,×} ∆۱\/ ∆۱\/ ∆۱\/ ∆۱

نظریهی برای صریح اصلبندی همچنین و ⟨Q;<,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری •

باشند. م رساله این جدید نتایج از ⟨R;<,×⟩ تصمیمپذیر ساختار

۶۲
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همراه (نحوی) جدید و قدیم برهانهای ر، دی تصمیمپذیر ساختارهای نظریهی برای •

شدهاند. ارایه صریح اصلبندیهای با

که است توجه جالب •

نظریهی تصمیمناپذیری از ⟨Z;<,×⟩ و ⟨N;<,×⟩ساختارهای نظریهی تصمیمناپذیری –

،(Z و N در × و < زبان در + تعریفپذیری (و ⟨Z; +,×⟩ و ⟨N; +,×⟩ ساختارهای

و شوند م نتیجه

⟨R; +,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری از ⟨R;<,×⟩ ساختار نظریهی تصمیمپذیری –

شود. م نتیجه ،(R در × و + زبان در < تعریفپذیری (و

نظریهی به ⟨Q; +,×⟩ ضربی و جمع ساختار نظریهی تصمیمناپذیری وجود، این با –

ساختار در + واقع در باشد؛ نم مربوط ⟨Q;<,×⟩ (تصمیمپذیر) ضربی ساختار

است. تعریفپذیر ⟨Q; +,×⟩ در < که حال در نیست تعریفپذیر ⟨Q;<,×⟩ ضربی

باز مسایل ۲ .۵

مثلا توجهاند. قابل که دارند وجود زیادی بسیار مجموعههای R و Q بین

.Q[
√
۲] –

.Q[
√
۲,
√
۳,
√
۵, · · · ] –

.|Ω| = هستند ساختن قابل پرگار و خطکش با که حقیق اعداد مجموعهی –

دارند). وجود حقیق اعداد در (وقت گویا اعداد الهای رادی از حاصل میدان –
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را ⟨A;<,+⟩ ساختار نظریهی ۱ .۲ .۳ قضیهی ،Q ⊆ A ⊆ R که A مجموعهی هر برای

اصلبندی باشد، بسته (n ∈ N) x 7→ x/n توابع و جمع عمل تحت A مجموعهی وقت

ن مم باشد، بسته × عمل تحت Aمجموعهی وقت ⟨A;<,×⟩ ساختار نظریهی ول کند. م

متفاوت کاملا مجموعهای با یا نباشد بازگشت اصلپذیر اصلا (یا باشد متفاوت است

تصمیمپذیر ⟨ |Ω| ;<,×⟩ ساختار نظریهی آیا که نیست معلوم هنوز مثلا گردد). اصلبندی

نه؟! یا هست

چندجملهای مجموعههای ضربی یا جمع ساختارهای تصمیمپذیری بررس ر، دی طرف از

داشته مدل نظریهی جبر در جالبی نتایج توانند م هستند) بسته ضرب یا جمع تحت (که

،Z[X] حلقههای ضربی و جمع یا ضربی یا جمع ساختارهای مثال عنوان به باشند.

باشند. م توجه قابل مسایل از آن بدون یا ترتیب رابطهی گرفتن نظر در با R[X] و Q[X]

کامپیوتر علوم منطق، زمینهی در را فتآوری ش نتایج تواند م مسایل این از کدام هر بررس

باشد. داشته همراه به ریاضیات و
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Abstract

The ordered structures of natural, integer, rational and real numbers are
studied in this thesis. The theories of these numbers in the language of
order are decidable and finitely axiomatizable. Also, their theories in
the language of order and addition are decidable and infinitely axiom-
atizable. For the language of order and multiplication, it is known that
the theories of N and Z are not decidable (and so not axiomatizable by
a computably enumerable set of sentences). By Tarski’s theorem, the
multiplicative ordered structure of R is decidable also. In this thesis we
prove this result directly by quantifier elimination and present an explicit
infinite axiomatization. The structure of Q in the language of order and
multiplication seems to be missing in the literature. We show the decid-
ability of its theory by the technique of quantifier elimination and after
presenting an infinite axiomatization for this structure we prove that it
is not finitely axiomatizable.
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